1. Geometria ptaska — pojecia wstepne

Tematyka zajec:

e Punkt, prosta, odcinek, potprosta, kat, figura wypukta, figura ograniczona

e tamana. Wielokat. Wielokat foremny

e Wzajemne potozenie prostych na ptaszczyznie, odlegtos¢ punktu od prostej, odlegto$é miedzy prostymi réwnolegtymi, symetralna

odcinka, dwusieczna kata

e Dwie proste przeciete trzecig prosty. Suma katéw w wielokgcie

e Twierdzenie Talesa
e Okragi koto
e Katy i kota

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajgce

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

— zna figury podstawowe (punkt, prosta,
ptaszczyzna, przestrzen) i potrafi zapisaé relacje
miedzy nimi;

— zna pojecie figury wypuktej i wklestej; potrafi
podaé przyktady takich figur;

— zna pojecie figury ograniczonej i figury
nieograniczonej, potrafi podac przyktady takich
figur;

— umie okresli¢ potozenie prostych na ptaszczyznie;
— rozumie pojecie odlegtosci, umie wyznaczy¢
odlegtos¢ dwdch punktéw, punktu od prostej,
dwdch prostych rownolegtych;

— zna okreslenie kata i podziat katéw ze wzgledu na
ich miare;

— zna pojecie katow przylegtych i katéw
wierzchotkowych oraz potrafi zastosowaé wtasnosci
tych katéw w rozwigzywaniu prostych zadan;

— zna pojecie dwusiecznej kata i symetralnej

Uczen:

— potrafi zapisa¢ miare stopniowg kata, uzywajac
minut i sekund;

— zna pojecie tamanej, tamanej zwyczajnej, famanej
zwyczajnej zamknietej;

— zna definicje wielokata;

— zna i potrafi stosowac wzér na liczbe przekatnych
wielokata;

— wie, jaki wielokat nazywamy foremnym;

— potrafi udowodnic¢ twierdzenie dotyczgce sumy
miar kagtéw wewnetrznych wielokata wypuktego;

— potrafi udowodni¢, ze suma miar kagtow
zewnetrznych wielokata wypuktego jest stafta;

— zna definicje wektora na ptaszczyznie (bez uktadu
wspotrzednych);

— wie, jakie wektory sg réwne, a jakie przeciwne;

— potrafi wektory dodawac, odejmowad i mnozy¢
przez liczbe;

— zna prawa dotyczace dziatan na wektorach;

Uczen:

— potrafi rozwigzywac nietypowe zadania o
podwyzszonym stopniu trudnosci dotyczace
odcinkow, prostych, pétprostych, katow i két, w
tym z zastosowaniem poznanych twierdzen;

— zna i potrafi udowodnié twierdzenie o
dwusiecznych katow przylegtych;

— umie udowodni¢ twierdzenia o katach
Srodkowych i wpisanych w koto;

— umie udowodnié¢ twierdzenie o kacie dopisanym
do okregu;

— umie udowodnié wtasnosci figur geometrycznych
W oparciu o poznane twierdzenia.




odcinka, potrafi zastosowaé wtasnos¢ dwusiecznej
kata oraz symetralnej odcinka w rozwigzywaniu
prostych zadan,

— umie skonstruowaé dwusieczng danego kata

i symetralng danego odcinka;

— zna witasnosci kagtéw utworzonych miedzy
dwiema prostymi rownolegtymi, przecietymi trzecia
prostg i umie zastosowac je w rozwigzywaniu
prostych zadan; potrafi uzasadni¢ rownolegto$é
dwéch prostych, znajdujgc réwne katy
odpowiadajgce;

— zna twierdzenie Talesa; potrafi je stosowad do
podziatu odcinka w danym stosunku, do konstrukcji
odcinka o danej dtugosci, do obliczania dtugosci
odcinka w prostych zadaniach;

— zna twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa i
potrafi je stosowac¢ do uzasadnienia rownolegtosci
odpowiednich odcinkéw lub prostych;

— zna whnioski z twierdzenia Talesa i potrafi je
stosowacé w rozwigzywaniu prostych zadan;

— zna definicje kota i okregu, poprawnie postuguje
sie terminami: promien, srodek okregu, cieciwa,
$rednica, tuk okregu;

— potrafi okresli¢ wzajemne potozenie prostej

i okregu;

—zna definicje stycznej do okregu;

— zna twierdzenie o stycznej do okregu i potrafi je
wykorzystywac przy rozwigzywaniu prostych zadan;
— zna twierdzenie o odcinkach stycznych i potrafi je
stosowacé w rozwigzywaniu prostych zadan;

— umie okresli¢ wzajemne potozenie dwdch
okregéw;

— postuguje sie terminami: kat wpisany w koto, kat

— potrafi stosowaé wiedze o wektorach

W rozwigzywaniu zadan geometrycznych;

— zna definicje przeksztatcenia geometrycznego;
— wie, co to jest punkt staty przeksztatcenia
geometrycznego;

— wie, jakie przeksztatcenie geometryczne jest
tozsamosciowe;

— wie, jakie przeksztatcenie geometryczne jest
izometrig;

— zna definicje i wtasnosci takich przeksztatcen
izometrycznych, jak: przesuniecie réwnolegte

o wektor, symetria osiowa wzgledem prostej,
symetria Srodkowa wzgledem punktu;

— wie, co to jest o$ symetrii figury (figura
osiowosymetryczna);

— wie, co to jest Srodek symetrii figury (figura
srodkowosymetryczna);

zna przeksztatcenia nieizometryczne — rzut
rownolegty na prostg oraz powinowactwo
prostokatne;

— potrafi skonstruowac styczng do okregu,
przechodzaca przez punkt lezacy w odlegtosci wiek-
szej od $rodka okregu niz dtugos$¢ promienia
okregu; potrafi skonstruowac styczng do okregu
przechodzacg przez punkt lezacy na okregu;

— wie, co to jest kat dopisany do okregu; zna
twierdzenie o katach wpisanym i dopisanym do
okregu, opartych na tym samym tuku;

— potrafi rozwigzywac zadania o srednim stopniu
trudnosci dotyczace okregdw, stycznych, kagtéow
srodkowych, wpisanych i dopisanych, z zastoso-
waniem poznanych twierdzen;

— potrafi rozwigzywac zadania ztozone,




srodkowy kota; zna twierdzenia dotyczace katéow
wpisanych i sSrodkowych i umie je zastosowac
przy rozwigzywaniu prostych zadan.

wymagajgce wykorzystania réwnoczesnie kilku
poznanych witasnosci.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

Punkt C dzieli odcinek AB dtugosci 24 cm na dwa
odcinki, ktérych stosunek dtugosci jest réwny

6 : 2. Jaka jest dtugos¢ kazdego z odcinkéw?

Zadanie 2.
Rdéznica miar dwdch katéw przylegtych wynosi 21°.
Oblicz miary tych katow.

Zadanie 3.
Na ptfaszczyznie dane sg punkty: A, B, P, Q, przy

czym A #B, |AP| = /12 cm, |BP| =3 V2 em,
49 )
lAQ| = 5 |BQ| = 5,(4) cm. Sprawd?, czy punkty

P, Q nalezg do symetralnej odcinka AB. Z jakiej
wiasnosci symetralnej skorzystasz?

Zadanie 4.

Dany jest odcinek dtugosci a. Podziel ten odcinek:
a) na 5 odcinkéw réwnej dtugosci;

b) w stosunku 2 : 7.

Zadanie 5.

W trapezie ABCD, AB || CD, mamy dane:

|AB| =12 ¢cm, |CD| =7 cm, |AD| = 8 cm. O ile nalezy
wydtuzyé ramie AD, aby przecieto sie

z przedtuzeniem ramienia BC?

Zadanie 1.
W szesciokacie foremnym ABCDEF dane s3:
AB=a, AF=b. Wyraz wektory E,E,CTF za

pomocg wektorowa oraz b .

Zadanie 2.
Wykaz, korzystajgc z dziatan na wektorach, ze
symetria Srodkowa jest izometria.

Zadanie 3.

Cieciwy AB i CD przecinajg sie pod katem 36°.
Wyznacz katy sSrodkowe, odpowiadajgce tukom AC i
BD, jezeli stosunek ich dtugosci wynosi

1:3.
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Zadanie 4.

Do danego okregu poprowadzono styczng tak, ze
konce A i B srednicy AB tego okregu sg odlegte od
stycznej 0 25 cm i 15 cm. Oblicz dtugosc¢ srednicy
AB.

Zadanie 1.

Uzasadnij, korzystajgc z wiadomosci

o wektorach, ze odcinek faczacy srodki
przekatnych dowolnego trapezu jest réwnolegty do
podstaw i jego dtugosc jest rowna potowie réznicy
dtugosci podstaw.

Zadanie 2.

Wykaz, ze prawdziwe jest twierdzenie:

Jesli istnieje okrag, ktéry jest styczny do wszystkich
bokdéw czworokata wypuktego, to sumy dtugosci
dwéch przeciwlegtych bokdw tego czworokata sg
sobie rowne.

Zadanie 3.

Wykaz, ze jesli przez wszystkie wierzchotki
czworokata wypuktego mozna poprowadzi¢ okrag,
to sumy miar przeciwlegtych katéw czworokata sg
réwne 180°.

Zadanie 4.

Punkt D lezy na tfuku BC wewnatrz tréjkata ABC.
Wykaz, ze suma |£LABD| + | ZACD| jest stata

(tzn. nie zalezy od potozenia punktu D na tuku BC).




Zadanie 6.

Miara kata utworzonego przez dwa promienie
okregu wynosi 146°. Oblicz miare kata, ktory
tworzg styczne poprowadzone przez konce tych
promieni.

Zadanie 7.
Wyznacz miary katéw tréjkata ABC.
[

K

Zadanie 8.
Dany jest okrag o srodku w punkcie O

i promieniu 2 oraz prosta k, ktérej odlegtos¢ od
punktu O jest rowna 4a — 3.

Wyznacz a tak, aby prosta k byta:
a) styczng do okregu o(0, 2);
b) sieczng okregu o(0, 2);

c) roztagczna z okregiem o(O, 2).

Zadanie 5.

Katy AOC i BOD s3 katami wierzchotkowymi.
Wykaz, ze przedtuzenie dwusiecznej kata AOC jest
dwusieczng kata BOD.

Zadanie 6.

W tréjkacie ABC poprowadzono trzy proste
rownolegte do podstawy AB, dzielgce bok BC na
cztery odcinki réwnej dtugosci. Suma dtugosci
odcinkéw tych prostych zawartych w tréjkgcie ABC
jest o 6 dm wieksza od dtugosci podstawy AB.
Oblicz |AB.

Zadanie 7.
Prosta k jest styczna do okregu. Oblicz miare kata «
dopisanego do okregu:

Zadanie 8.

Dane sg dwa okregi o(A, r1), o(B, r>) takie, ze
ri=3k+1,r,=2k+3, |AB| = 6k — 3. Okredl potoze-
nie okregdw, w zaleznosci od parametru k.

Zadanie 9.

Z punktu zewnetrznego A poprowadzono styczne

Czy teza zadania bedzie prawdziwa, jesli punkt D
bedzie lezat na tuku BC na zewnatrz tréjkata ABC?

B
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AB i AC do okregu o sSrodku w punkcie O

(B, C— punkty stycznosci). Wykaz, ze jesli miara
kata miedzy stycznymi rowna sie mierze kata
zawartego miedzy promieniami poprowadzonymi

ze $rodka kota do punktéw stycznosci, to czworokat

ABOC jest kwadratem.

2. Geometria ptaska — tréjkaty

Tematyka zajeé:

e Podziat tréjkatéw. Suma katow w tréjkacie. Nierdwnosé tréjkata. Odcinek taczacy srodki dwdch bokéw w tréjkacie
e Twierdzenie Pitagorasa. Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

e Wysokosci w tréjkacie. Srodkowe w tréjkacie

e Symetralne bokéw tréjkata. Okrag opisany na tréjkacie
e Dwusieczne katéw trojkata. Okrag wpisany w trojkat

* Przystawanie tréjkatow
e Podobienstwo trojkatéw

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

— zna podziat tréjkatéw ze wzgledu na boki i katy;
— wie, ile wynosi suma miar katéw w tréjkacie

i w czworokacie;

— zna warunek na dtugos$¢ odcinkéw, z ktérych
mozna zbudowac tréjkat;

— zna twierdzenie dotyczace odcinka taczgcego
srodki dwéch bokdw trdjkata i potrafi je
zastosowac w rozwigzywaniu prostych zadan;

— zna twierdzenie Pitagorasa i umie je zastosowac
W rozwigzywaniu prostych zadan;

Uczen:

— zna zaleznosci miedzy bokami w tréjkacie
(nieréwnosci tréjkata) i stosuje je przy
rozwigzywaniu zadan;

— potrafi udowodnic¢ twierdzenie o odcinku
taczacym srodki bokow w tréjkacie;

— zna i umie zastosowac w zadaniach wtasnos¢
wysokosci w tréjkacie prostokatnym,
poprowadzonej na przeciwprostokatng;

— potrafi obliczy¢ dtugos¢ promienia okregu
wpisanego w tréjkat réwnoramienny i dtugosé

Uczen:

— potrafi rozwigzywac zadania o podwyzszonym
stopniu trudnosci, dotyczacych tréjkatow,

z wykorzystaniem poznanych twierdzen;

— potrafi udowodni¢ twierdzenie o sSrodkowych
w tréjkacie;

— potrafi udowodni¢ twierdzenie dotyczgce
wysokosci w tréjkacie prostokatnym,
poprowadzonej na przeciwprostokatna.

— potrafi udowodni¢ twierdzenie o stycznej

i sieczne;j.




— zna twierdzenie odwrotne do twierdzenia
Pitagorasa i wykorzystuje je do sprawdzenia, czy
dany tréjkat jest prostokatny;

— umie okresli¢ na podstawie dtugosci bokdéw
tréjkata, czy trojkat jest ostrokatny, czy
rozwartokatny;

— umie narysowac wysokosci w tréjkacie i wie, ze
wysokosci (lub ich przedtuzenia) przecinajg sie

w jednym punkcie;

— zna twierdzenie o srodkowych w tréjkacie oraz
potrafi je zastosowac przy rozwigzywaniu prostych
zadan;

— zna pojecie srodka ciezkosci tréjkata;

— zna twierdzenie o symetralnych bokéw

w tréjkacie;

— wie, ze punkt przeciecia symetralnych bokéw
tréjkata jest sSrodkiem okregu opisanego na
tréjkacie i potrafi skonstruowac ten okrag;

— zna twierdzenie o dwusiecznych katow

w tréjkacie;

— wie, ze punkt przeciecia sie dwusiecznych katow
w tréjkacie jest srodkiem okregu wpisanego w ten
tréjkat i potrafi skonstruowad ten okrag;

— zna i stosuje przy rozwigzywaniu prostych zadan
wtasnosci trojkata réwnobocznego: dtugosé
wysokosci w zalezno$ci od dtugosci boku, dtugosé
promienia okregu opisanego na tym tréjkacie,
dtugosc promienia okregu wpisanego w ten tréjkat;
— zna i stosuje wtasnosci tréjkata prostokatnego:
suma miar kgtéw ostrych tréjkata, dtugosc
wysokosci w tréjkacie prostokatnym
rownoramiennym w zaleznosci od dtugosci
przyprostokatnej; dtugosé promienia okregu

promienia okregu opisanego na tréjkacie
rownoramiennym, majac dane dtugosci bokéw
trojkata;

— potrafi udowodni¢ proste wtasnosci tréjkgtow,
wykorzystujgc cechy przystawania tréjkgtow;

— potrafi uzasadnié, ze symetralna odcinka jest
zbiorem punktéw ptaszczyzny réwnoodlegtych od
koncow odcinka;

— potrafi uzasadnié, ze kazdy punkt nalezgcy do
dwusiecznej kata lezy w réwnej odlegtosci od
ramion tego kata;

— potrafi udowodnic¢ twierdzenie o symetralnych
bokdw i twierdzenie o dwusiecznych katow

w trojkacie;

— umie udowodnic¢ twierdzenie o odcinkach
stycznych;

— potrafi rozwigzywac zadania o srednim stopniu
trudnosci dotyczgce okregdéw wpisanych w tréjkat i
okregdéw opisanych na tréjkacie;

— potrafi stosowad cechy podobienstwa trojkatéw
do rozwigzania zadan z wykorzystaniem innych,
wczesniej poznanych wiasnosci;

— potrafi rozwigzywac zadania o srednim stopniu
trudnosci dotyczace tréjkatéw, z zastosowaniem
poznanych do tej pory twierdzen;

— zna twierdzenie o stycznej i siecznej oraz potrafi
je stosowaé w rozwigzywaniu zadan
geometrycznych.




opisanego na tréjkacie i dtugos¢ promienia okregu
wpisanego w trojkat w zaleznosci od dtugosci
bokdw trdéjkata, zaleznos¢ miedzy dtugoscia
srodkowe] poprowadzonej z wierzchotka kata
prostego a dtugoscig przeciwprostokatnej;

— zna podstawowe wtasnosci tréjkata
rownoramiennego i stosuje je przy rozwigzywaniu
prostych zadan;

— zna trzy cechy przystawania tréjkatow i potrafi je
zastosowac przy rozwigzywaniu prostych zadan;

— zna cechy podobienstwa trdjkatow; potrafi je
stosowac do rozpoznawania tréjkatow podobnych i
przy rozwigzaniach prostych zadan;

— umie obliczy¢ skale podobienstwa tréjkgtow
podobnych.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

W tréjkacie rownoramiennym kat przy podstawie
jest dwa razy wiekszy niz kat przy wierzchotku.
Wyznacz katy tego tréjkata.

Zadanie 2.

Wielkos$¢ telewizora wyraza sie dtugoscia
przekatnej ekranu mierzonej w calach (1 cal =

= 2,54 cm). Oblicz, ile cali ma telewizor, ktérego
wymiary ekranu wynoszg 42 cm na 31,5 cm. Wynik
podaj z doktadnoscig do 1 cala.

Zadanie 3.
Dane sg odcinki dtugosci a, b oraz c. Skonstruuj

Zadanie 1.

Dwa boki tréjkata majg dtugos¢ 1 cm i 4 cm. Oblicz
obwdd tego tréjkata, jezeli wiadomo, ze dtugosc
trzeciego boku wyraza sie liczbg naturalna.

Zadanie 2.

W trdjkacie prostokgtnym ABC przedtuzono
przeciwprostokatng AB i obrano na przedtuzeniach
punkty D i E tak, ze |AD| = |AC| oraz |BE| = |B(|.
Oblicz miare kata DCE.

Zadanie 3.

W trdéjkacie boki majg dtugosc: 17 cm, 25 cm,
28 cm.

a) Sprawdz, czy ten trojkat jest ostrokatny,

prostokatny czy rozwartokatny.

Zadanie 1.

Wykaz, ze suma odlegtosci dowolnego punktu
ptaszczyzny od wierzchotkéw czworokata jest
wieksza od potowy obwodu tego czworokata.

Zadanie 2.

W trdéjkagcie rownoramiennym wysokos¢
opuszczona na podstawe jest réwna odcinkowi,
ktory taczy srodek podstawy ze Srodkiem ramienia.
Podstawa tréjkata ma dtugosc a. Jaka dtugos¢ ma
wysokos¢ opuszczona na podstawe?

Zadanie 3.
Niech a, b, ¢ bedg dtugosciami bokéw w dowolnym
tréjkacie. Wykaz, ze prawdziwa jest nieréwnosé: a?

+b%+c?<2(ab + bc + ca).
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odcinek dtugosci:
Zadanie 4.
Czy ponizsze tréjkaty sg przystajgce? Odpowiedz

uzasadnij.

Zadanie 5.

W trdéjkacie ABC dane sg dtugosci bokdow:

|AB| =12 cm, |BC| = 8 cm, |AC| = 10 cm. Punkt D
dzieli bok AB na takie dwa odcinki, ze

|AD| : |DB| = 3 : 5. Przez punkt D poprowadzono
prostg réwnolegta do boku AC, ktdra przecieta bok
BC w punkcie E. Oblicz dtugosci odcinkéw: CE, BE i
DE.

Zadanie 6.
W tréjkacie prostokgtnym wysokos$¢ poprowadzona
na przeciwprostokatng ma dtugosc 4 cm. Spodek

tej wysokosci lezy w odlegtosci 1% cm od srodka

okregu opisanego na tréjkacie. Oblicz:

a) dtugos¢ promienia okregu opisanego na tym
tréjkacie;

b) dtugos¢ bokow tego trojkata.

Zadanie 7.

W trdéjkat prostokatny rownoramienny wpisano
dwa okregi, styczne zewnetrznie do siebie, kazdy
o promieniu 1 cm (jak na rysunku ponizej).

b) Oblicz dtugos¢ wysokosci poprowadzonej na
najdtuzszy bok.

c) Podaj dtugos¢ odcinkow, na jakie spodek
wysokosci podzielit najdtuzszy bok tréjkata.

Zadanie 4.

Udowodnij, ze w trojkacie rGwnoramiennym
dwusieczne katow przy podstawie sg rownej
dtugosci.

Zadanie 5.

W trdjkacie prostokgtnym ABC przyprostokatne
maja dtugosc: |AB| =32 cm, |AC| = 24 cm.
Symetralna boku BC przecina ten bok w punkcie D,
bok AB w punkcie E i przedtuzenie boku AC

w punkcie F. Udowodnij, ze trdjkat EBD jest
podobny do trdjkata EAF i oblicz skale tego
podobienstwa.

Zadanie 6.

Dany jest trdjkat rownoboczny ABC. Punkty P, Q, R
lezg na bokach tréjkata ABC (po jednym na kazdym
boku) w taki sposdb, ze kazdy bok trojkata PQR jest
prostopadty do jednego boku tréjkata ABC.

a) Wykaz, ze tréjkat PQR jest rownoboczny.

b) Wyznacz stosunek ﬂ.

|PQ

Zadanie 7.

Dany jest okrag o promieniu 3. Z punktu P
oddalonego od srodka okregu o 5 poprowadzono
styczng do okregu oraz sieczng przecinajgcg okrag
w punktach AiBtak, ze |BP| : |AP| =3:2.

Zadanie 4.

Dany jest trojkat ABC, w ktorym

|AB| = |AC| oraz |ZABC| = 3| £BAC|. Wykaz, ze jezeli
potproste BK™ i BL™ dzielg kat ZABC na trzy réwne

czesci (|£LBC| = §|4ABC|), to tréjkaty BCL, BCK,

BKA sg rGwnoramienne.

Zadanie 5.

Okregi o promieniach dtugosci 2 cm i3 cm sg
styczne zewnetrznie w punkcie A. Znajdz odlegtosc¢
punktu A od prostej, do ktdrej nie nalezy punkt A, a
ktdra jest styczna jednoczesnie do obu okregdéw.




Oblicz obwdd tego tréjkata.

Oblicz dtugosc¢ odcinka AB.

3. Trygonometria

Tematyka zajeé:

e Okreslenie sinusa, cosinusa, tangensa i cotangensa w trojkacie prostokgtnym
e Wartosci sinusa, cosinusa, tangensa i cotangensa dla katéw 30°, 45°, 60°

e Kat skierowany

e Sinus, cosinus, tangens i cotangens dowolnego kata

Podstawowe tozsamosci trygonometryczne
W?zory redukcyjne

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

— potrafi obliczy¢ wartosci funkcji trygonometrycz-
nych kata ostrego w tréjkacie prostokgtnym o da-
nych dtugosciach bokdw;

— potrafi korzystac z przyblizonych wartosci funkcji
trygonometrycznych (odczytanych z tablic lub
obliczonych za pomocg kalkulatora);

— zna wartosci funkcji trygonometrycznych katow o
miarach 30°, 45°, 60°;

— potrafi rozwigzywac tréjkaty prostokatne;

— potrafi oblicza¢ wartos$ci wyrazen zawierajgcych
funkcje trygonometryczne katéw o miarach 30°,

Uczen:

— zna pojecie kata skierowanego;

— wie, co to jest miara gtdwna kata skierowanego i
potrafi jg wyznaczy¢ dla dowolnego kata;

— zna definicje sinusa, cosinusa, tangensa

i cotangensa dowolnego kata;

— umie podac znaki wartosci funkcji trygono-
metrycznych w poszczegdlnych éwiartkach;

— potrafi obliczy¢, na podstawie definicji, wartosci
funkcji trygonometrycznych katow: 210°, 240°,
315°,330° itd;

— umie zbudowaé w uktadzie wspétrzednych

Uczen:

— potrafi udowodnié twierdzenie sinusow;

— potrafi udowodnié twierdzenie cosinusow;

— potrafi rozwigzywac zadania o podwyzszonym
stopniu trudnosci, wymagajgce niekonwencjo-
nalnych pomystéw i metod.




45°, 60°%;

— zna definicje sinusa, cosinusa, tangensa

i cotangensa dowolnego kata wypuktego;

— potrafi wyznaczy¢ (korzystajgc z definicji)
wartosci funkcji trygonometrycznych takich katéw
wypuktych, jak: 120°,135°, 150°;

— zna znaki funkcji trygonometrycznych katéw
wypuktych, réznych od 90°; zna wartosci funkcji
trygonometrycznych ( o ile istniejg) katow

o miarach: 0°, 90°, 180°;

— potrafi obliczy¢ wartosci pozostatych funkcji
trygonometrycznych kata wypuktego, gdy dana jest
jedna z nich;

— zna i potrafi stosowac podstawowe tozsamosci
trygonometryczne (w odniesieniu do kata
wypuktego):

. sina
sinfa+ costa=1,tg a=

,tga-ctga=1;
cos o

—zna wzory redukcyjne dla kata 90° — o, 90° + «
oraz 180° — ¢;

— potrafi stosowac¢ poznane wzory redukcyjne w
obliczaniu wartosci wyrazen;

— potrafi zastosowa¢ poznane wzory redukcyjne w
zadaniach geometrycznych;

— potrafi zbudowac kat wypukty znajgc wartosé
jednej z funkcji trygonometrycznych tego kata.

dowolny kat o mierze «, gdy dana jest wartos¢
jednej funkcji trygonometrycznej tego kata;

—zna i potrafi stosowaé podstawowe tozsamosci
trygonometryczne (dla dowolnego kata, dla
ktorego funkcje trygonometryczne sg okreslone)
—zna i potrafi stosowaé wzory redukcyjne;

— potrafi dowodzi¢ rézne tozsamosci trygono-
metryczne;

— zna twierdzenie sinusow i potrafi je stosowac

w zadaniach geometrycznych;

—zna twierdzenie cosinuséw i potrafi stosowac je w
zadaniach geometrycznych;

— potrafi rozwigzywacd zadania o $rednim stopniu
trudnosci, wykorzystujac takze wczesniej poznang
wiedze o figurach geometrycznych.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

Zadanie 1.




Oblicz wartos¢ wyrazenia:
sin 30° - cos 60 ° + tg 45° - ctg 30°.

Zadanie 2.

W tréjkacie prostokatnym ABC dane sa: dtugosé
przeciwprostokatnej |BC| = V146 cm oraz dtugosé
przyprostokatnej |AB| =5 cm.

a) Oblicz dtugos¢ drugiej przyprostokatnej.

b) Oblicz miary katéw ostrych tréjkata (skorzystaj z
tablic wartosci funkcji trygonometrycznych).

c) Oblicz dtugos¢ wysokosci tréjkata poprowadzo-
nej na przeciwprostokatng oraz cosinus kata, jaki
tworzy ta wysokos¢ z krdtszg przyprostokatna.

Zadanie 3.

Kat wzniesienia wiezy, zmierzony w odlegtosci 80 m
od jej podstawy, ma miare 48°. Jakg wysokos¢ ma
wieza?

Zadanie 4.
Wyznacz, korzystajac z definicji, wartosci funkcji
trygonometrycznych kata 120°.

Zadanie 5.

Oblicz, stosujac odpowiednie wzory redukcyjne,
wartos¢ wyrazenia:

a) sin 135° + tg 120° - cos 150°

b) sin?17° + sin%73° — cos 120°.

Zadanie 6.
Oblicz, bez uzycia tablic i kalkulatora:

Zbuduj kat o mierze o takiej, ze
1
a)sing=——— b)tg a=—+7.
22

Wyznacz pozostate wartosci funkcji trygono-
metrycznych kata a.

Zadanie 2.
Postugujac sie wzorem cos2a = 1 — 2sin’q, oblicz
sin 15°.

Zadanie 3.

W trdjkacie prostokatnym a, b oznaczajg dtugosci

przyprostokatnych, « jest miarg kata lezgcego

naprzeciw przyprostokatnej dtugosci a. Wiedzac, ze

cos o = —2, oblicz:
0

a) tangens «;

aZ

b) wartos¢ wyrazenia: .
a’ -b?

+

a+b

Zadanie 4.
Sprawdz, czy réwnosé
cosa+tga 1

+——— jest tozsamoscia

Cos o
trygonometryczna. Podaj konieczne zatozenia.

sinacosa  sina

Zadanie 5.
Oblicz wartos¢ wyrazenia:
sin 960° - tg 420° — cos 1410°.

Zadanie 6.

Wiedzac, ze

1 .
—, oblicz:

2
a)|sin a—cos «,
b) sin®a + cos’g;

c) sin*a + cos*a.

sina + cos a=

Zadanie 2.

Balon wznosi sie pionowo. W chwili, gdy znajduje
sie na wysokosci h metréw nad ziemig, osoba
lecgca balonem mierzy kat depresji o przedmiotu
znajdujacego sie na ziemi. Po uptywie t sekund -
powtarza pomiar i otrzymuje kat f. Z jaka srednig
predkoscig v wznosi sie balon?

Zadanie 3.

Wykaz, ze jesli a, b, ¢ sg dtugosciami bokow
trojkata oraz a<%, to miary katéw

a, B, 7 lezacych naprzeciw tych bokdw, spetniaja

. y p+y
nierownos¢ a < S




tg 30° - tg 40° - tg 130°.

Zadanie 7.

Niech ¢, f, yoznaczajg miary katéw dowolnego
tréjkata. Wykaz, ze prawdziwa jest zaleznos¢:

sin

Zadanie 8.
Zbuduj kat o mierze o, a € (90°, 180°) takiej, ze

a) sin a=§ b) ctg a=—4.

Wyznacz pozostate wartosci funkcji trygono-
metrycznych kata a.

Zadanie 9.
. L . . 5sina—4cosa .
Oblicz wartos¢ wyrazenia ——————— wiedzac,
3cos @ +8sina

. 2
zetga=—.
8 3

Oblicz dtugosc¢ srodkowej CD w tréjkacie ABC, jesli
dane sg dtugosci bokow tréjkata: a =5,
b=6,c=10.

Zadanie 7.

W trdjkacie ABC dane sg dtugosci bokdw:

a= 2\/5, b=3\/5, c:3—\/§.Wyznacz miare
najwiekszego kata tego trdjkata oraz promien kofa
opisanego na tym tréjkacie.

Zadanie 8.

W pewnym tréjkacie miary katéw a, S, ¥ spetniaja
warunek: sina — sin?f3 = sin?y.

Wykaz, ze tréjkat ten jest prostokatny.

4. Geometria ptaska — pole kota, pole trojkata

Tematyka zajec:

e Pole figury geometrycznej

e Pole trojkata, cz. 1

e Pole trojkata, cz. 2

* Pola tréjkatéw podobnych

e Pole kota, pole wycinka kota

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajgce

Wymagania wykraczajgce




Uczen:

— rozumie pojecie pola figury; zna wzér na pole
kwadratu i pole prostokata;

— zna nastepujace wzory na pole tréjkata:

a*\3

pP= , gdzie a — dtugos¢ boku tréjkata
rownobocznego
1
=—q- ha,
2

P=a-b-sin y gdzie y € (0°, 180°)
_abc

TR
at+b+c

1
Ep-r,gdziep=

P=plp—allp—bllp—a), gdzie p= 1

— potrafi rozwigzywad proste zadania geometryczne
dotyczace trdjkatéw, wykorzystujgc wzory na pole
tréjkata i poznane wczesniej twierdzenia;

— potrafi obliczy¢ wysokos¢ tréjkata, korzystajac ze
wzoru na pole;

— potrafi rozwigzywac proste zadania geometrycz-
ne dotyczace trdjkatéw, wykorzystujgc wzory na ich
pola i poznane wczesniej twierdzenia, w -
szczegolnosci twierdzenie Pitagorasa oraz
wtasnosci okregu wpisanego w tréjkat i okregu
opisanego na tréjkacie;

— zna twierdzenie o polach figur podobnych; potrafi
je stosowac przy rozwigzywaniu prostych zadan;

— zna wzor na pole kota i pole wycinka kota; umie
zastosowac te wzory przy rozwigzywaniu prostych
zadan;

Uczen:
— potrafi wyprowadzié¢ wzor na pole tréjkata

, . 1 .
rownobocznego i wzory: P = Ea - b -sin ¥,

a+b+c

1 o
= Ep - r, gdziep = , Zé Wzoru

pP= laha;
2

— potrafi rozwigzywaé zadania geometryczne

o $rednim stopniu trudnosci, stosujgc wzory na
pola tréjkatow, w tym réwniez z wykorzystaniem
poznanych wczesniej wiasnosci trojkatow;

— potrafi rozwigzywac zadania geometryczne,
wykorzystujgc cechy podobienistwa tréjkatow,
twierdzenie o polach figur podobnych;

— rozwigzuje zadania dotyczace tréjkatéw,

w ktdrych wykorzystuje twierdzenia poznane
wczesniej ( tw. Pitagorasa, tw. Talesa,

— tw. sinusow, tw. cosinuséw, twierdzenia o katach
w kole, itp.)

— potrafi dowodzié twierdzenia, w ktorych
wykorzystuje pojecie pola.

Uczen:

— potrafi udowodnic twierdzenie Pitagorasa oraz

twierdzenie Talesa z wykorzystaniem pdl
odpowiednich tréjkatow;

— potrafi rozwigzywac nietypowe zadania geome-
tryczne o podwyzszonym stopniu trudnosci z
wykorzystaniem wzoréw na pola figur i innych
twierdzen.




— wie, ze pole wycinka kota jest wprost proporcjo-
nalne do miary odpowiadajacego mu kata srod-
kowego kota i jest wprost proporcjonalne do
dtugosci odpowiadajgcego mu tuku okregu oraz
umie zastosowac te wiedze przy rozwigzywaniu
prostych zadan.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

Z kawatka tréjkatnego materiatu o obwodzie
1,12 mi polu 504 cm? wycieto koto, styczne do
bokow tego tréjkata. Oblicz dtugo$é promienia
wycietego kofa.

Zadanie 2.

Boki tréjkata majg dtugosc 21 cm, 17 cm, 10 cm.
Oblicz:

a) pole tréjkata;

b) dtugos¢ promienia okregu wpisanego w ten
tréjkat;

c) dtugos¢ promienia okregu opisanego na tym
tréjkacie.

Zadanie 3.

W trdéjkacie dwa boki majg dtugosé 12 cm i 10 cm,
zas kat zawarty miedzy tymi bokami ma miare
150°. Oblicz pole tego tréjkata.

Zadanie 4.
W trdéjkacie prostokgtnym przyprostokatne maja

Zadanie 1.

W trdjkacie prostokgtnym jedna z przyprostokat-
nych jest dwa razy krétsza od przeciwprostokatnej.
Oblicz stosunek pola kota wpisanego w ten tréjkat
do pola kota opisanego na tym trdjkacie.

Zadanie 2.

W tréjkacie, ktérego pole jest réwne 27 cm?, dwa
boki majg dtugos¢ 18 cm i 6 cm.

a) Jakg miare ma kat zawarty miedzy tymi bokami?
b) Oblicz dtugos¢ trzeciego boku tréjkata.

c) Oblicz promien kota opisanego na tym tréjkacie.
Pamietaj o rozwazeniu dwdch przypadkow.

Zadanie 3.

Na tréjkacie ABC, w ktérym |AC| = |BC|, opisano
okrag o srodku O i promieniu R =20 cm. Wiedz3c,
ze |ZAOB| = 120°, oblicz pole trojkata oraz dtugosé
promienia okregu wpisanego w ten tréjkat. Rozwaz
dwa przypadki.

Zadanie 4.
W trdéjkacie rwnoramiennym podstawa ma 16 cm
dtugosci, a ramie ma 17 cm dtugosci. Oblicz odleg-

Zadanie 1.

W trdjkgcie ABC poprowadzono Srodkowe AD oraz
CE, ktore przeciety sie w punkcie M.

Wiedzac, ze |AD| - |CE|= V3 oraz

| ZMAC| + |ACM| = 60° wykaz, ze pole trojkata
ABC wynosi 1.

Zadanie 2.

Wyznacz dtugos¢ boku c tréjkata, jesli dane sg
dtugosci a, b dwdch jego bokdéw oraz wiadomo, ze
ha + hy = h, gdzie hg, hy, he sg dtugosciami
wysokosci opuszczonych na odpowiednie boki tego
tréjkata.

Zadanie 3.

Wykaz, ze okrag wpisany w tréjkat prostokatny jest
styczny do przeciwprostokatnej w punkcie
dzielacym jg na dwa odcinki, ktérych iloczyn
dtugosci jest réwny polu tego tréjkata.

Zadanie 4.
Wykaz, ze pole tréjkata wyraza sie wzorem:




dtugosc¢ 6 cm i 8 cm. Korzystajac ze wzoru na pole
tréjkata oblicz odlegtos¢ wierzchotka kata prostego
od przeciwprostokatnej.

Zadanie 5.

Kat wpisany w koto ma miare 45° i jest oparty na
tuku dtugosci 3 cm. Oblicz pole wycinka kota
wyznaczonego przez ten tuk.

Zadanie 6.

Tréjkat rownoboczny A'B'C' jest podobny do trdj-
kata ABC w skali s = 3. Pole trdjkata ABC jest rowne
4 /3 cm?. Oblicz dtugoéé boku tréjkata A'B'C'.

tos¢ srodka wysokosci poprowadzonej na podstawe
tréjkata od ramienia tréjkata.

Zadanie 5.

Prosta rownolegta do podstawy AB trojkata ABC,
przecinajgca ramiona AC i BC odpowiednio

w punktach D i E, dzieli ten tréjkat na dwie figury
o réwnych polach. W jakim stosunku (liczac od
wierzchotka C) dzieli ona ramiona tréjkata?

Zadanie 6.
W wycinek kota o promieniu 6 cm wpisano okrag
o promieniu 2 cm. Oblicz pole wycinka kofa.

Zadanie 7.
W trdjkacie ABC dane s3:
| ZACB| = 120°, |AC| = b, | BC| =a.
Wykaz, ze odcinek dwusiecznej kata ACB zawarty w
a-b

tréjkacie ma dtugosé .
a+b

_ abc

, gdzie a, b, c oznaczajg dtugosci bokéw

tréjkata, R — dtugos¢ promienia okregu opisanego
na tym tréjkacie.

Zadanie 5.

W tréjkacie rozwartokatnym ABC (kat BCA jest
rozwarty) dtugosci bokéw wynoszg: |AB| =,
|AC| =boraz |BC| =a, gdzieO<a<b<c.Pole
tego trojkata wynosi 3. Wykaz, ze |AC| > V6.




5. Geometria ptaska — czworokaty

Tematyka zajec:

e Podziat czworokatéw. Trapezoidy
e Trapezy

e RoAwnolegtoboki

e Okrag opisany na czworokacie

e Okrag wpisany w czworokat

e Okrag opisany na czworokacie, okrgg wpisany w czworokat — zadania na dowodzenie

e Podobienstwo. Figury podobne
e Podobienstwo czworokgtéw

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

— zna podziat czworokatow;

— potrafi wyrdzni¢ wsérdd trapezdéw: trapezy
prostokatne i trapezy rownoramienne; poprawnie
postuguje sie takimi okresleniami, jak: podstawa,
ramie, wysokos¢ trapezu;

— wie, ze suma katéw przy kazdym ramieniu trapezu
jest réwna 180° i umie te wtasnos$é wykorzystac w
rozwigzywaniu prostych zadan;

— zna twierdzenie o odcinku faczagcym srodki ramion
trapezu i umie zastosowad je w rozwigzywaniu

Uczen:

— umie na podstawie wtasnosci czworokata podanych w
zadaniu wywnioskowaé, jaki to jest czworokat;

— umie udowodni¢ twierdzenie o odcinku tgczacym
$rodki ramion trapezu;

— potrafi udowodnié twierdzenie o odcinku tagczgcym
Srodki przekatnych trapezu;

— potrafi rozwigzywac zadania o srednim stopniu
trudnosci dotyczace czworokatdw, w tym trapezow i
réwnolegtobokow;

— potrafi stosowac twierdzenia o okregu wpisanym w

Uczen:

— umie udowodni¢ twierdzenia o okregu
wpisanym w czworokat i okregu
opisanym na czworokacie;

— potrafi rozwigzywaé nietypowe zadania o
podwyzszonym stopniu trudnosci
dotyczace czworokatéw, czworokatéw
wpisanych w okrag i opisanych na
okregu, korzystajgc przy tym z wczesniej
poznanych twierdzen.




prostych zadan;

— potrafi rozwigzywac proste zadania dotyczace
wtasnosci trapezow;

— zna podstawowe wtasnosci réwnolegtobokdéw i umie
je stosowacé w rozwigzywaniu prostych zadan;

— wie, jakie wtasnosci ma romb;

— zna witasnosci prostokata i kwadratu;

— wie, co to sg trapezoidy, potrafi poda¢ przyktady
takich figur;

— zna wtasnosci deltoidu;

—rozumie, co to znaczy, ze czworokat jest wpisany w
okrag, czworokat jest opisany na okregu;

— zna warunki, jakie musi spetnia¢ czworokat, aby
mozna byto okrag wpisa¢ w czworokat oraz aby
mozna byto okrag opisa¢ na czworokacie; potrafi
zastosowac te warunki w rozwigzywaniu prostych
zadan;

— potrafi wymieni¢ nazwy czworokatéw, w ktdre mozna
wpisa¢, i nazwy czworokatow, na ktérych mozna
opisac okrag;

— potrafi rozwigzywac proste zadania dotyczace
trapezow wpisanych w okrag i opisanych na okregu,
w tym réwniez z wykorzystaniem wczesniej
poznanych witasnosci trapezu;

— korzysta z wczesniej zdobytej wiedzy do
rozwigzywania zadan dotyczacych czworokatéw
(trygonometria, twierdzenie Talesa, twierdzenie

Pitagorasa, wtasnosci trojkatéw itp.);

—zna i rozumie definicje podobienstwa;

— potrafi wskazac figury podobne;

— potrafi rozwigzywac proste zadania dotyczace
podobienstwa czworokgtow.

czworokat i okregu opisanym na czworokacie, w
rozwigzywaniu ztozonych zadan o $rednim stopniu
trudnosci;

— potrafi zastosowac twierdzenia o okregu wpisanym w
czworokat i okregu opisanym na czworokacie do
rozwigzania zadan o Srednim stopniu trudnosci
dotyczacych trapezéw wpisanych w okrag i opisanych
na okregu;

— potrafi wyprowadzi¢ wzér na pole czworokata
opisanego na okregu w zaleznosci od dtugosci
promienia okregu i obwodu tego czworokata;

— korzysta z wczesniej poznanych twierdzen (np.
twierdzenia sinuséw i twierdzenia cosinuséw) do
rozwigzywania zadan dotyczacych czworokatéw.




Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

Z kawatka materiatu ksztatt trapezu

prostokatnego o podstawach dtugosci 1,2 m i0,4m

majgcego

oraz wysokosci 1,5 m wycieto chorggiewke w ksztatcie

tréjkata réwnoramiennego, ktérego podstawg jest

dtuzsze ramie trapezu, a jeden z wierzchotkdw nalezy
do krétszego ramienia trapezu.

a) Wyznacz dtugosci odcinkéw, na jakie ten wierzchotek
podzielit krétsze ramie trapezu.

b) Oblicz dtugosci bokéw choragiewki.

Wyniki podaj z doktadnoscig do 0,01 m.

Zadanie 2.
W réwnolegtoboku ABCD wysokos¢ DE o dtugosci
8 cm dzieli bok AB na odcinki dfugosci:

|AE| =4,5 cm, |EB| = 6 cm. Oblicz dtugosci przekatnych
tego rownolegtoboku.

Zadanie 1.

Uzasadnij, ze odcinek faczacy srodki przekatnych
dowolnego trapezu jest réwnolegty do podstaw ijego

dtugosé jest rowna potowie rdznicy dtugosci podstaw.

Zadanie 2.

Wykaz, ze srodki przekatnych trapezoidu i srodki dwdch

przeciwlegtych  jego bokédw sg  wierzchotkami

rownolegtoboku.

Zadanie 3.

W trapez ABCD, AB || CD, wpisano okrag o $rodku O.
Uzasadnij, ze | ZBOC| =90°.

Zadanie 4.

W trapezie réwnoramiennym jedna z podstaw jest trzy
razy dtuzsza od drugiej, a dtugosc drugiej podstawy jest

Zadanie 1.

W danym okregu punkt A jest Srodkiem
tuku BC, a dwie dowolne cieciwy AD, AE
przecinajg cieciwe BC w punktach B; i C;.
Wykaz, ze wowczas na czworokacie B1C1ED
mozna opisac okrag.




Zadanie 3.

Odcinek taczacy srodki ramion trapezu ma dtugosc¢ 8
cm. Wiedzac, ze w ten trapez mozna wpisa¢ okrag,
oblicz obwdd trapezu.

Zadanie 4.

W réwnolegtoboku ABCD bok AB jest dwa razy dtuzszy
od boku AD. Na boku AB zaznaczono punkt K, a na boku
DC — punkt L w taki sposéb, ze czworokat AKLD jest
podobny do rdwnolegtoboku ABCD. Wyznacz skale tego
podobienstwa.

Oblicz stosunek |AK| : |KB].

potowg dtugosci ramienia. Wykaz, ze w ten trapez
mozna wpisa¢ okrag.




6. Geometria ptaska — pole czworokata

Tematyka zajec:

e Pole prostokata. Pole kwadratu

e Pole réwnolegtoboku. Pole rombu
e Pole trapezu

e Pole czworokata — zadania rézne
e Pola figur podobnych

e Mapa. Skala mapy

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

— potrafi zastosowac wzory na pole kwadratu
i prostokata w rozwigzaniach prostych zadan;

— zna wzory na pole réwnolegtoboku; potrafi
rozwigzywac proste zadania geometryczne dotyczace
rownolegtobokdw, wykorzystujgc wzor na jego pole i
poznane wczesniej twierdzenia;

— zna wzory na pole rombu; potrafi rozwigzywac proste
zadania geometryczne dotyczgce rombow,
wykorzystujgc wzory na jego pole i poznane
wczesniej twierdzenia;

— zna wzor na pole trapezu; potrafi rozwigzywac proste
zadania geometryczne dotyczace trapezow,
wykorzystujgc wzér na jego pole i poznane wczesniej
twierdzenia;

— potrafi rozwigzywac proste zadania geometryczne
dotyczace czworokatéw, wykorzystujgc wzory naich

Uczen:

— potrafi wyprowadzié¢ wzdr na pole rownolegtoboku;

— potrafi wyprowadzi¢ wzory na pole rombu;

— potrafi wyprowadzié¢ wzdr na pole trapezu;

— potrafi rozwigzywac zadania geometryczne o Srednim
stopniu trudnosci, wykorzystujgc wzory na pola
tréjkatow i czworokatow, w tym réwniez z
wykorzystaniem wczesniej poznanych twierdzen (np.
twierdzenia sinusdw i cosinuséw, twierdzenia o
okregu wpisanym w czworokat i opisanym na
czworokacie).

Uczen:

— potrafi rozwigzywac nietypowe zadania
geometryczne o podwyzszonym stopniu
trudnosci z wykorzystaniem wzoréw na
pola figur i innych twierdzen.




pola i poznane wczesniej twierdzenia, w
szczegoblnosci twierdzenie Pitagorasa oraz
twierdzenie o okregu wpisanym w czworokat i
opisanym na czworokacie;

— zna zwigzek miedzy polami figur podobnych i potrafi
korzystac z tego zwigzku, rozwigzujgc zadania
geometryczne o niewielkim stopniu trudnosci.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

Przekatna kwadratu jest o 2 cm dtuzsza od boku tego
kwadratu. Oblicz pole kwadratu.

Zadanie 2.

Oblicz
dtugosci 13 cm i 8 cm przecinajg sie pod katem 60°.

pole réwnolegtoboku, ktérego przekatne

Zadanie 3.

W réwnolegtoboku ABCD przekatne AC i DB przecinaja
sie w punkcie S.

a) Wykaz, ze pole rownolegtoboku ABCD jest cztery

Zadanie 1.

W réwnolegtobok o krétszym boku dtugosci 5 dm
wpisano dwa jednakowe kofa o promieniu dtugosci 2
dm, kazde styczne do trzech bokéw réwnolegtoboku i
styczne do siebie.

Oblicz obwdd i pole réwnolegtoboku.

Zadanie 2.

Romb o boku dtugosci 18 cm podzielono na trzy czesci
o rownych polach prostymi przechodzacymi przez
wierzchotek kata ostrego. Oblicz dtugosci odcinkdw, na
jakie te proste podzielity boki rombu.

Zadanie 1.
W réwnolegtoboku ABCD s3 dane:
|AB| =18, |BC|=10 oraz

| ZABC| = 120°. Punkt K nalezy do boku
ABi |AK| = 12. Punkt L jest Srodkiem boku
BC. Proste CK'i DL przecinajg sie w punkcie
M. Oblicz pole czworokata KBLM.




razy wieksze od pola tréjkata ASD.

b) Wiedzac dodatkowo, ze pole trdjkata ASD jest o 15
cm? mniejsze od pola réwnolegtoboku ABCD, oblicz
pole tego réwnolegtoboku.

Zadanie 4.

Przekatne rombu majg dtugosé¢ 10 cm i 24 cm. Oblicz
sinus kata ostrego tego rombu i na tej podstawie ustal,
czy kat ostry rombu ma miare wiekszg od 45°, czy
mniejsza.

Zadanie 5.

Obwadd czworokata jest rowny 54 cm. W czworokat ten
wpisano koto o promieniu 4 cm. Oblicz pole danego
czworokata.

Zadanie 6.

Czworokaty F1 i F> sg podobne. Obwdd czworokata Fi
jest o 15% wiekszy od obwodu czworokata F,. Oile
procent pole czworokata F; jest wieksze od pola
czworokata F,?

Zadanie 3.

Pola trdjkatéw, ktdorych podstawami sg podstawy

trapezu, a wspélnym wierzchotkiem jest punkt

przeciecia sie przekatnych tego trapezu, sg rowne

P1i P,. Oblicz pole trapezu.

Zadanie 4.

Na okregu opisano trapez prostokatny. Odlegtosci
srodka okregu od koncéw dtuzszego ramienia sg rowne
3 cmi 7 cm. Oblicz pole trapezu.







7. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

Tematyka zajec:

Potega o wyktadniku rzeczywistym — powtdrzenie

Funkcja wykfadnicza i jej wtasnosci

Przeksztatcenia wykresu funkcji wyktadniczej. Rozwigzywanie zadan z zastosowaniem wykreséw funkcji wyktadniczych
Réwnania wyktadnicze

Nieréwnosci wyktadnicze

Zastosowanie réwnan i nieréwnosci wyktadniczych w rozwigzywaniu zadan

Logarytm — powtdrzenie wiadomosci

Funkcja logarytmiczna i jej wtasnosci

Przeksztatcenia wykresu funkcji logarytmicznej

Rozwigzywanie réwnan, nieréwnosci oraz uktadow réwnan z zastosowaniem wykresu funkcji logarytmicznej
Réwnania logarytmiczne

Nieréwnosci logarytmiczne

Réwnania i nierdwnosci logarytmiczno-wyktadniczo-potegowe

Zastosowanie rownan i nieréwnosci logarytmicznych w rozwigzywaniu zadan

Zastosowanie funkcji wyktadniczej i funkcji logarytmicznej do rozwigzywania zadann umieszczonych w kontekscie praktycznym

Wymagania podstawowe Wymagania dopetniajace Wymagania wykraczajace
Uczen: Uczen: Uczen:
— potrafi sprawnie wykonywac dziatania na potegach o | — potrafi szkicowaé wykresy funkcji wyktadniczych z — potrafi rozwigzywac réwnania
wyktadniku rzeczywistym; wartoscig bezwzgledng; i nieréwnosci wyktadnicze
— stosuje wtasnosci dziatan na potegach — potrafi szkicowac¢ wykresy funkcji logarytmicznych z z parametrem;




W rozwigzywaniu zadan;

— zna definicje funkcji wyktadniczej;

— potrafi odrézni¢ funkcje wyktadniczg od innych

— funkcji;

— potrafi szkicowa¢ wykresy funkcji wyktadniczych dla
réoznych podstaw;

— potrafi opisa¢ whasnosci funkcji wyktadniczej na
podstawie jej wykresu;

— potrafi przeksztatcaé wykresy funkcji wyktadniczych
(Sox, Sov, S(0,0), przesuniecie rownolegte o dany
wektor);

— potrafi rozwigzywac graficznie rownania,
nieréwnosci oraz uktady réwnan z zastosowaniem
wykresow funkcji wyktadniczych;

— zna pojecie réwnania wyktadniczego oraz
nieréwnosci wykfadniczej;

— potrafi rozwigzywac algebraicznie i graficznie proste
rownania oraz nieréwnosci wyktadnicze;

— potrafi obliczy¢é logarytm liczby dodatniej;

— zna i potrafi stosowac wtasnosci logarytméw do
obliczania wartosci wyrazen;

— zna definicje funkcji logarytmicznej;

— potrafi odréznic funkcje logarytmiczng od innej
funkcji;

— potrafi okresli¢ dziedzine funkcji logarytmicznej;

— potrafi szkicowac¢ wykresy funkcji logarytmicznych
dla réznych podstaw;

— potrafi opisa¢ wtasnosci funkcji logarytmicznej na
podstawie jej wykresu;

— potrafi przeksztatcaé wykresy funkcji
logarytmicznych (Sox, Sov, Si0,0), Przesuniecie
réwnolegte o dany wektor);

wartoscig bezwzgledng;

— potrafi interpretowac graficznie réwnania
wyktadnicze z parametrem;

— potrafi interpretowac graficznie réwnania
logarytmiczne z parametrem;

— potrafi rozwigzywac réwnania i nieréwnosci
wyktadnicze i logarytmiczne;

— potrafi rozwigzywac réwnania i nierdwnosci
wyktadnicze oraz logarytmiczne z wartoscig
bezwzgledng;

— potrafi rozwigzywac uktady réwnan i nieréwnosci
wyktadniczych oraz logarytmicznych;

— potrafi rozwigzywac rdwnania wyktadniczo-
potegowo-logarytmiczne;

— potrafi dowodzi¢ wtasnosci logarytmow;

— potrafi naszkicowad zbiér punktéw ptaszczyzny
spetniajacych dane réwnanie lub nieréwnosé
z dwiema niewiadomymi, w ktérych wystepuja
logarytmy;

— potrafi badaé, na podstawie definicji, wtasnosci
funkcji wyktadniczych i logarytmicznych
(np. parzystos¢, nieparzystosé, monotonicznosé);

— potrafi rozwigzywad zadania na dowodzenie

(o $rednim stopniu trudnosci), w ktérych

wykorzystuje  wiadomosci  dotyczace  funkcji

wyktadniczej i logarytmicznej;
— potrafi stosowac wiadomosci o funkgji

wyktadniczej i logarytmicznej w réznych

— potrafi rozwigzywac réwnania
i nieréwnosci logarytmiczne
z parametrem;

— potrafi rozwigzywac zadania na
dowodzenie (o podwyzszonym stopniu
trudnosci), w ktérych wykorzystuje
wtasnosci funkcji wyktadniczych i
logarytmicznych.




— potrafi graficznie rozwigzywac réwnania,
nieréwnosci oraz uktady réwnan z zastosowaniem
wykresow funkcji logarytmicznych;

— potrafi algebraicznie rozwigzywac proste réwnania
oraz nieréwnosci logarytmiczne;

— rozwigzuje zadania tekstowe osadzone w kontekscie
praktycznym, w ktérych wykorzystuje umiejetnosc
rozwigzywania prostych rownan i nieréwnosci
wyktadniczych oraz logarytmicznych (lokaty
bankowe, rozpad substancji promieniotwdrczych
itp.)

zadaniach (np. dotyczacych ciggow, szeregdw,

trygonometrii, itp.).

— postuguje sie funkcjami wyktadniczymi oraz

funkcjami  logarytmicznymi do opisu  zjawisk

fizycznych, chemicznych itp.

Przyktadowe zadania
Zadanie 1. Zadanie 1. Zadanie 1.
Wkaz. e iedli | 3to | c 1-2a W dried funk | X—2 Wyznacz wszystkie wartosci parametru m,
az, zejesli a=1lo olo = . i i ji = . , , .
y : Bas & a 3) Wyznacz dziedzing funkdji flx) = log, X2 — m € R, dla ktérych réwnanie

Zadanie 2.

a) Rozwiaz graficznie réwnanie
3¥—1=-2x*+ 4x.

b) Naszkicuj wykres funkgji f.

¢) Wyznacz zbiér wszystkich wartos$ci parametru

xX—2
log, —

m, dla ktérych réwnanie
x -4

‘:mz—Z

logl(m + 4)x] = log(x* + 2x)
ma tylko jedno rozwigzanie, ktére jest

liczbg ujemna.




>log,

b) Rozwiaz nieréwnos¢ log, .
—x—1 2 Xx+1

4
c) Rozwiaz rownanie
log(x +3)—log 0,4 = 2log (x— 2).

Zadanie 3.

Okresl dziedzine funkcji

flx) = log, (x*—2x-3).

Zadanie 4.

Naszkicuj wykres funkcji fix) = 1 — log,(x+3) i na jego

podstawie omoéw witasnosci funkgiji f.

Zadanie 5.

Pan Kowalski ztozyt w banku pewng kwote Ko [z1] na
procent skfadany w wysokosci 4% rocznie przy
kapitalizacji kwartalnej. Oblicz, po ilu latach kwota ta

podwoi sie. Uwzglednij 18% podatek od odsetek.

ma doktadnie jedno rozwigzanie.

Zadanie 2.

Rozwigz rownanie i nieréwnosc:

a) %\/12—3*“ =33 32334 |

I 4
b) IogX8+IogX8<Og2—2X.
5 4 log, x“ -4
Zadanie 3.

W prostokatnym uktadzie wspoétrzednych zaznacz zbiér

tych punktéw ptaszczyzny, ktérych wspodtrzedne

spetniajg warunek:

log ,(y—4)<1.

Zadanie 4.

Zbadaj parzystos$¢ (nieparzystoscé) funkcji

fix) = I04x+\/1+x2 )

Zadanie 2.

Wykaz,
log, 5+log, 6+log, 7+log,8=4,4.

ze




Zadanie 5.

Rozwiaz nieréwnos¢:

2 log /5 (ctgx—1)
(E] >1 w zbiorze (0, 2m).







8. Geometria analityczna

Tematyka zajec:

e Wektor w uktadzie wspétrzednych. Wspodtrzedne srodka odcinka

e Kat miedzy niezerowymi wektorami

e Roéwnanie kierunkowe prostej

e Roéwnanie ogdlne prostej

e Kat miedzy prostymi

e Odlegtos¢ punktu od prostej. Odlegtos¢ miedzy dwiema prostymi rownolegtymi
e Pole tréjkata. Pole wielokata

e Roéwnanie okregu. Nierownos¢ opisujgca koto

e Wzajemne potozenie prostej i okregu. Styczna do okregu

e Wzajemne potozenie dwdch okregdéw

e Jednoktadnosc. Jednoktadnosé w uktadzie wspotrzednych

e Zastosowanie analizy matematycznej w rozwigzaniach zadan z geometrii analitycznej



Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

— stosuje informacje zdobyte w klasie pierwszej,
dotyczace wektora w uktadzie wspodtrzednych,
W rozwigzywaniu zadan;

— potrafi wyznaczy¢ wspdtrzedne srodka odcinka;

— potrafi obliczy¢ dtugos¢ odcinka, znajac
wspotrzedne jego koicow;

—zna definicje kata utworzonego przez dwa

niezerowe wektory;

—zna i potrafi stosowaé w zadaniach wzory na
cosinus i sinus kata utworzonego przez dwa
niezerowe wektory;

—zna warunki na prostopadtosc i réwnolegtosc

wektoréw i potrafi je zastosowac w zadaniach;

Uczen:

—rozwigzuje zadania, dotyczgce wektoréw,
w ktérych wystepujg parametry;

—rozwigzuje zadania z geometrii analitycznej
(o Srednim stopniu trudnosci),
w rozwigzaniach ktérych sprawnie korzysta
z poznanych wzoréw;

— potrafi rozwigzywac rézne zadania dotyczace
okregow i kot w uktadzie wspotrzednych,
w ktdrych konieczne jest zastosowanie
wiadomosci z réznych dziatéw matematyki;

— potrafi rozwigzywac zadania z parametrem dotyczace
okregdéw i kot w uktadzie wspotrzednych.;

— stosuje rachunek pochodnych w rozwigzaniach zadan
z geometrii analityczne;.

Uczen:

— potrafi wyprowadzié¢ wzory na sinus
i cosinus kata utworzonego przez dwa
niezerowe wektory;

— potrafi wyprowadzié¢ wzory na

tangens kata  utworzonego przez

dwie proste dane réwnaniami
kierunkowym (ogdlnymi);

— potrafi wyprowadzié¢ wzér na
odlegtos¢ punktu od prostej;

— potrafi rozwigzywac zadania z geometrii

analitycznej o podwyzszonym stopniu
trudnosci .




— zna definicje rdéwnania kierunkowego prostej
oraz znaczenie wspodtczynnikdw  wystepujacych
w tym réwnaniu;

— potrafi napisaé¢ réwnanie kierunkowe prostej
przechodzacej przez dwa dane punkty oraz
rownanie kierunkowe prostej, znajac jej kat
nachylenia do osi OX i wspdtrzedne punktu,
ktory do nalezy tej prostej;

— zna definicje rdwnania ogdlnego prostej;

— potrafi napisaé rownanie ogdlne prostej
przechodzacej przez dwa punkty;

— zna i potrafi stosowaé w zadaniach warunek na

rownolegtos¢ oraz prostopadtosé prostych
danych réwnaniami kierunkowymi (ogdlnymi);

— potrafi obliczy¢ (korzystajac z poznanych
wzordéw) miare kata, jaki tworzg dwie proste
przecinajgce sig;

—zna i potrafi stosowaé w zadaniach, wzér na




odlegtos¢ punktu od prostej;

— potrafi obliczy¢ odlegto$é miedzy dwiema
prostymi rownolegtymi:

— potrafi obliczy¢ pole tréjkata oraz dowolnego
wielokata, gdy dane sg wspdtrzedne jego
wierzchotkéw;

— rozpoznaje rownanie okregu w postaci
zredukowanej oraz w postaci kanonicznej;

— potrafi sprowadzi¢ réwnanie okregu z postaci
zredukowanej do postaci kanonicznej
(i odwrotnie);

— potrafi odczytac z réwnania okregu wspdtrzedne
srodka i promien okregu;

— potrafi napisac¢ rdwnanie okregu, gdy zna
wspotrzedne srodka i promien tego okregu;

— rozpoznaje nieréwnos¢ opisujacy koto;

— potrafi odczytac z nieréwnosci opisujacej koto
wspotrzedne srodka i promien tego kota;

— potrafi napisa¢ nieréwnos¢ opisujgca koto w sytuacji,
gdy zna wspotrzedne srodka i promien kota;

— potrafi narysowaé w uktadzie wspétrzednych okrag na
podstawie danego rdwnania opisujgcego okrag;

— potrafi narysowaé w uktadzie wspétrzednych koto na
podstawie danej nieréwnosci opisujacej koto;

— potrafi okresli¢ wzajemne potozenie prostej o danym
rownaniu wzgledem okregu o danym réwnaniu (po




wykonaniu stosownych obliczen);

— potrafi okresli¢ wzajemne potozenie dwdch okregdéw
danych réwnaniami (na podstawie stosownych
obliczen);

— potrafi obliczy¢ wspdtrzedne punktéw wspdlnych
prostej i okregu lub stwierdzi¢, ze prosta i okrag nie
maja punktéw wspdlnych;

— potrafi obliczy¢ wspétrzedne punktéw wspdlnych
dwdch okregdw (lub stwierdzi¢, ze okregi nie
przecinajg sie), gdy znane sg réwnania tych okregow;

— potrafi wyznaczyé rownanie stycznej do okregu;

— potrafi napisaé rownanie okregu opisanego na
tréjkacie, gdy dane ma wspodtrzedne wierzchotkéw
tréjkata;

— potrafi rozwigzywac proste zadania z wykorzystaniem
wiadomosci o prostych, tréjkagtach, parabolach i
okregach;

— zna pojecie jednoktadnosci o Srodku Siskali k=0
(takze w ujeciu analitycznym);

— zna wtasnosci figur jednoktadnych;

— potrafi rozwigzywac proste zadania z zastosowaniem
jednokfadnosci.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

Oblicz sume sinuséw katéw wewnetrznych tréjkata o
wierzchotkach A(1, -4), B(6, 3), C(2, 5).

Zadanie 1.

Dane S3
u=[-5,3], v=[2,-1], p=[1,4]. Wykaz,

wektory

ze

jesli

Zadanie 1.

Przez punkt A = (0, 1) poprowadzono
styczne do okregu x> + y?> + 4y + 3 = 0.
Znajdz réwnanie krzywej, ktorg tworza




Zadanie 2.

Prosta k jest nachylona do osi OX pod katem
60° i przechodzi przez punkt A(5, 3). Napisz

rownanie ogolne i kierunkowe tej prostej.

o =

Zadanie 3.
Dany jest czworokat ABCD, gdzie
A(zl 1)1 3(61_2)1 C(4l 3)1 D(Ol 8)

a) Oblicz pole tego czworokata.
b) Oblicz odlegtos¢ wierzchotka B od boku AD.
c) Oblicz miare kata ostrego, jaki tworzg
przekatne tego czworokata (wynik podaj
z doktadnoscia do 1°).

Zadanie 4.
Dany jest tréojkat ABC, gdzie A(1, 5), B(8, -2),
C(9, 1).

a) Woyznacz wspoétrzedne wierzchotkdw tréjkata
A'B'C, ktory jest obrazem trdjkata ABCw
jednoktadnosci o srodku S(1, 3) i skali k =-2.
Napisz rownanie okregu opisanego na tréjkacie
A'B'C'.

b)

wektory U+a-V oraz p sa prostopadte, to a = 3,5.

Zadanie 2.

Wyznacz rownanie prostej | przechodzgcej przez punkt
P(-5, 16), ktéra tworzy z osig odcietych kat o mierze
dwa razy wiekszej od kata, jaki tworzy z tg osig prosta k

. . 2
o réwnaniu y = gx—l.

Zadanie 3.

Wyznacz réwnanie zbioru srodkow wszystkich okregéw
stycznych do prostej k: y = 0 ijednoczesnie stycznych
zewnetrznie do okregu

o réwnaniu x2 + y* = 4x.

Zadanie 4.

Dla jakich wartosci parametru m (m < R) okregi opisane
réwnaniami

01: (x—=m)*+ (y+2)*=20 oraz
02: (x+1)? + (y — 2m)? = 5 sg wewnetrznie styczne?
Dla

znalezionych wartosci parametréw  wykonaj

srodki wszystkich cieciw danego okregu
wyznaczonych przez proste przechodzace
przez punkt A.




Zadanie 5.

1
Okresl wzajemne potozenie prostej k: y = EX wzgledem

okregu o réwnaniu x? + y? —6x = 0.

Zadanie 6.

Napisz rownania stycznych do okregu o réwnaniu x? +
y* — 6x — 4y + 3 = 0 przechodzacych przez punkt A(—4,
3).

rysunek. Oblicz wspétrzedne punktu stycznosci.

Zadanie 5.

Wykres funkcji y = |x — 2| przecina okrag o réwnaniu x>
+y?—4x—4=0w punktach AiB.

a) Oblicz wspdtrzedne punktéw A i B.

b) Wykaz, ze tréjkat ABC, gdzie S jest srodkiem okregu,
jest prostokatny.

c) Oblicz pole figury F = F1 N F, gdzie

Fi={x, y:x e RAye RAX+y*—4x— 4 <0},
aF,={(x,y):xeRAy e RAy< |x-2]|}
Zadanie 6.
- L : 4 .
Na gatezi hiperboli o réwnaniu f(x) =—, gdzie
X

x € (0, +), wyznacz wspotrzedne takiego punktu P,
ktorego odlegtosc od punktu A(— 3, 3) jest najmniejsza.




9. Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

Tematyka zajec:

e Reguta mnozeniairegufa dodawania
e Wariacje

e Permutacje

e Kombinacje

e Kombinatoryka — zadania rézne

e Doswiadczenie losowe

e Zdarzenia. Dziatania na zdarzeniach

e Okreslenie prawdopodobienstwa

e Prawdopodobienstwo klasyczne

e Doswiadczenia losowe wieloetapowe
e Prawdopodobienistwo warunkowe

e Twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym
o Niezalezno$¢ zdarzen



Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajgce

Uczen:
— zna regute dodawania oraz regute mnozenia;

— zna pojecie permutacji zbioru i umie stosowac wzor
na liczbe permutacji;

— zna pojecie wariacji z powtdrzeniami i bez
powtdrzen i umie stosowac wzory na liczbe takich
wariacji;

— zna pojecie kombinacji i umie stosowaé wzér na
liczbe kombinacji;

— umie rozwigzywac proste zadania kombinatoryczne
z zastosowaniem poznanych wzordw;

— zna terminy: doswiadczenie losowe, zdarzenie
elementarne, przestrzen zdarzen elementarnych,
zdarzenie, zdarzenie pewne zdarzenie niemozliwe,
zdarzenia wykluczajace sie;

— potrafi okresli¢ zbidr wszystkich zdarzer danego
doswiadczenia losowego, obliczy¢ jego moc oraz
obliczy¢ liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajacych
danemu zdarzeniu;

— potrafi stosowac klasyczng definicje
prawdopodobienstwa w rozwigzaniach zadan;

—zna i rozumie aksjomatyczng definicje
prawdopodobienstwa;

— zna witasnosci prawdopodobienstwa i umie je
stosowac w rozwigzaniach prostych zadan;

— rozwigzuje zadania za pomocg drzewa
stochastycznego;

— zna okreslenie prawdopodobieristwa warunkowego

Uczen:

— umie rozwigzywac zadania kombinatoryczne
o $rednim stopniu trudnosci;
— umie udowodni¢ wtasnosci prawdopodobieristwa;
— umie stosowac wtasnosci prawdopodobienistwa do
rozwigzywania zadan ,teoretycznych”;
— zna i potrafi stosowac wzdor Bayesa;
— wie i rozumie na czym polega niezaleznos¢
n zdarzen (n = 2).

Uczen:

— potrafi udowodnic, ze
prawdopodobienstwo warunkowe
spetnia warunki aksjomatycznej
definicji prawdopodobienistwa;

— potrafi udowodni¢ wzdr na

prawdopodobieristwo catkowite;
— potrafi rozwigzywac nietypowe zadania

dotyczace kombinatoryki i rachunku
prawdopodobienstwa.




i umie rozwigzywac proste zadania dotyczace
takiego prawdopodobienstwa;

— zna wzér na prawdopodobienstwo catkowite
i potrafi go stosowac w rozwigzaniach prostych
zadan;

— wie, jakie zdarzenia nazywamy niezaleznymi; potrafi
zbadaé, postugujac sie definicja, czy dwa zdarzenia
sg niezalezne;

— potrafi rozwigzywac proste zadania dotyczace
niezaleznosci zdarzen.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

a) lle jest liczb szesciocyfrowych, w ktérych suma cyfr
jest réwna 4?

b) lle réznych kodéw mozna otrzymac, przestawiajac
litery wyrazu KATASTROFA.

Zadanie 2.

Z grupy 6 kobiet i 8 mezczyzn wybieramy losowo
cztery osoby. lle jest takich sposobéw wyboru, aby
wsrdd wybranych oséb:

a) byty same kobiety,

Zadanie 1.

W przedziale wagonu kolejowego s3 ustawione
Kazda
numerowanych miejsc. Do przedziatu weszto pieé
0sb6b. Trzy osoby siadty na jednej tawce, pozostate —
na drugiej, naprzeciwko dwdch osdb z pierwszej tawki.

naprzeciw siebie dwie tawki. ma 5

lle jest takich rozmieszczen osob w przedziale?

Zadanie 2.

lle jest funkcji Scisle monotonicznych

przeksztatcajgcych zbiér k — elementowy w zbidr

Zadanie 1.

lle rozwigzan ma

X+y+z+t=25
a) w zbiorze liczb naturalnych
dodatnich;

b) w zbiorze liczb naturalnych?

rownanie




b) byty dwie kobiety i dwéch mezczyzn?

Zadanie 3.

Szescian pomalowano, a nastepnie rozcieto na 1000

jednakowych szescianikéw, ktére wrzucono do
pudetka i wymieszano. Oblicz prawdopodobieristwo
wylosowania z tego pudetka jednego szescianika,

ktoéry:
a) bedzie miat dwie $ciany pomalowane,

b)
pomalowane.

bedzie miat jedng Sciane Ilub dwie Sciany

Zadanie 4.

Na stu mezczyzn — pieciu, a na tysigc kobiet — dwie, to
daltonisci. Z grupy, w ktérej stosunek liczby kobiet do
liczby mezczyzn wynosi 3 : 7, wylosowano jedna
osobe. Jakie jest prawdopodobienstwo, Zze jest to

daltonista?

Zadanie 5.

Rzucamy dwiema kostkami do gry. Czy niezalezne sg

n —elementowy (k < n)?

Zadanie 3.

1
Wykaz, ze jesli P(A)=0,25 i P(B) = 5' to

1 7 1
—<P(AUB)<— oraz P(ANB)<—.
3 12 4

Zadanie 4.

Ze zbioru liczb {1, 2, 3, 4, ..., 18, 19, 20} losujemy trzy
liczby. Oblicz prawdopodobienstwo, ze suma tych liczb
jest podzielna przez 3, jesli wiadomo, ze co najmniej
jedna z tych liczb przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1.

Zadanie 5.

Do sklepu dostarczajg zarowki energooszczedne dwa
zaktady, bedace czesciami tej samej firmy, przy czym
pierwszy z nich dostarcza trzy razy wiecej zaréwek niz
drugi. W pierwszym z tych zaktadéw majg wady
Srednio 3 zaréwki na 1000 wyprodukowanych, a w
drugim 7 na 1000 wyprodukowanych. Klient kupit
zarowke, na ktorej widniat tylko znak firmy, a nie




nastepujace zdarzenia: zaktadu, ktéry jg wyprodukowat. Zaréwka ta w okresie
gwarancji zepsuta sie. Do ktdrego zaktadu sklep raczej

A —na obu kostkach wypadta nieparzysta liczba oczek, powinien sie zwrécié z reklamacja?

B — na drugiej kostce wypadta liczba oczek podzielna
przez trzy?




10. Elementy statystyki opisowe;.

Tematyka zajec:

e Podstawowe pojecia statystyki. Sposoby prezentowania danych zebranych w wyniku obserwacji statystycznej
e Srednia z préby

e Mediana z préby i moda z préby

e Wariancja i odchylenie standardowe



Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

— zna podstawowe pojecia statystyki opisowej:
obserwacja statystyczna, populacja
generalna, prdéba, liczebnos¢ préby, cecha
statystyczna (mierzalna, niemierzalna) itp.;

— potrafi odczytywac dane statystyczne z tabel,
diagramoéw i wykresdw oraz interpretowac te
dane;

— potrafi okresla¢ zaleznosci miedzy odczytanymi
danymi;

— potrafi przedstawia¢ dane empiryczne w postaci
tabel, diagramow i wykresow;

— potrafi oblicza¢ srednig arytmetyczng, srednig
wazong, mediane i odchylenie standardowe
z préby;

— potrafi interpretowaé wymienione wyzej
parametry statystyczne.

Uczen:

— potrafi rozwigzywac zadania ze statystyki opisowej o

$rednim stopniu trudnosci.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

Zadanie 1.




Piec¢dziesigt osdb zdawato egzamin z przepiséw ruchu
drogowego. Liczba popetnionych przez nie btedéw
przedstawiona jest w ponizszej tabeli:

Liczcbabtedow 0 1 2 3 4 5

Liczba osob 11 8 14 7 6 4

a) Oblicz srednig liczbe btedéw popetnionych przez
zdajacego.

b) lle procent zdajacych zdato egzamin, jesli mozna
byto popetni¢ co najwyzej dwa btedy?

c) Przedstaw dane na diagramie kolumnowym
i zaznacz na nim $rednig obliczong w punkcie a).

Zadanie 2.

Wyznacz mode i mediane zestawu danych:

3,2,2,5,4,5,1, 2,6, 8.

Zadanie 3.

W klasie llla liczacej 28 osdb z ostatniego sprawdzianu
z matematyki byto 13 ocen dopuszczajacych, a
pozostate oceny to dostateczne i dobre. Srednia ocen

ze sprawdzianu wyniosta 2,75. Oblicz:

a) liczbe ocen dobrych i dostatecznych ze

sprawdzianu;

b) odchylenie standardowe od $redniej ocen;
wynik podaj z doktadnoscig do jednego

miejsca po przecinku.

Zadanie 2.
Wiadomo, ze wariancje zestawu danych

X1, X2, ..., Xo mozemy obliczy¢ ze wzoru:

1) Gzz(xl—x +( ,—X) +a +(xn—x
n
lub ze wzoru
2 2
X, +X, +..... +X —
(2) o2 =212 ~(xJ,

gdzie )_(jest $rednig arytmetyczng liczb




Producent czekolady deklaruje, ze tabliczka ma wage
150 g £ 2 g. Dla zbadania jakosci pewnej partii
czekolady organizacja konsumencka zbadata wage
losowo wybranych 10 tabliczek czekolady z tej partii i
otrzymata nastepujacg ich wage (w gramach):

150,4 148,9 150,1 152,8 146,6 154,3 150,8
151,1 150,6 149,5

Oblicz srednig wage tabliczki czekolady i odchylenie
standardowe w badanej prébie. Zastanéw sie, czy
organizacja konsumencka powinna zwrdci¢ sie do
producenta z reklamacjg dotyczaca tej partii tabliczek
czekolady.

X1, X2, «e) Xn.

Wykaz, ze wzory (1) i (2) s réwnowazne.




