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1. Geometria ptaska — trojkaty

Tematyka zajec:

* Podziat tréjkatow. Suma katow w trdjkacie. Nierownosé tréjkata. Odcinek taczacy srodki dwdch bokow w trdjkacie
e Twierdzenie Pitagorasa. Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

e Wysokosci w tréjkacie. Srodkowe w tréjkacie

e Symetralne bokéw tréjkata. Okrag opisany na tréjkacie
e Dwusieczne katow tréjkata. Okrgg wpisany w tréjkat

e Przystawanie tréjkatow
e Podobienstwo trojkatéw

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajgce

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

— zna podziat tréjkatéw ze wzgledu na boki i katy;
— wie, ile wynosi suma miar kagtéw w trojkacie

i w czworokacie;

— zna warunek na dtugos$¢ odcinkéw, z ktérych
mozna zbudowac tréjkat;

— zna twierdzenie dotyczace odcinka taczacego
Srodki dwéch bokow trdéjkata i potrafi je
zastosowac w rozwigzywaniu prostych zadan;

— zna twierdzenie Pitagorasa i umie je zastosowac
W rozwigzywaniu prostych zadan;

— zna twierdzenie odwrotne do twierdzenia
Pitagorasa i wykorzystuje je do sprawdzenia, czy
dany tréjkat jest prostokatny;

— umie okresli¢ na podstawie dtugosci bokow
tréjkata, czy tréjkat jest ostrokatny, czy
rozwartokatny;

— umie narysowac wysokosci w tréjkacie i wie, ze

Uczen:

— zna zaleznos$ci miedzy bokami w tréjkacie
(nieréwnosci trojkata) i stosuje je przy
rozwigzywaniu zadan;

— potrafi udowodnic¢ twierdzenie o odcinku
taczacym srodki bokow w tréjkacie;

—zna i umie zastosowac w zadaniach wtasnos¢
wysokosci w tréjkacie prostokgtnym,
poprowadzonej na przeciwprostokatng;

— potrafi obliczy¢ dtugos¢ promienia okregu
wpisanego w tréjkat réwnoramienny i dtugosé
promienia okregu opisanego na tréjkacie
rownoramiennym, majac dane dtugosci bokéw
tréjkata;

— potrafi udowodnic¢ proste wtasnosci tréjkatow,
wykorzystujgc cechy przystawania tréjkatow;

— potrafi uzasadnié, ze symetralna odcinka jest
zbiorem punktow ptaszczyzny rownoodlegtych od

Uczen:

— potrafi rozwigzywac zadania o podwyzszonym
stopniu trudnosci, dotyczacych tréjkatow,

z wykorzystaniem poznanych twierdzen;

— potrafi udowodni¢ twierdzenie o Srodkowych
w tréjkacie;

— potrafi udowodnié¢ twierdzenie dotyczgce
wysokosci w tréjkacie prostokgtnym,
poprowadzonej na przeciwprostokatna.

— potrafi udowodni¢ twierdzenie o stycznej

i sieczne;j.




wysokosci (lub ich przedtuzenia) przecinaja sie

w jednym punkcie;

— zna twierdzenie o srodkowych w tréjkacie oraz
potrafi je zastosowac przy rozwigzywaniu prostych
zadan;

— zna pojecie $rodka ciezkosci trojkata;

— zna twierdzenie o symetralnych bokéw

w tréjkacie;

— wie, ze punkt przeciecia symetralnych bokéw
tréjkata jest srodkiem okregu opisanego na
tréjkacie i potrafi skonstruowac ten okrag;

— zna twierdzenie o dwusiecznych katow

w tréjkacie;

— wie, ze punkt przeciecia sie dwusiecznych katow
w tréjkacie jest srodkiem okregu wpisanego w ten
tréjkat i potrafi skonstruowac ten okrag;

— zna i stosuje przy rozwigzywaniu prostych zadan
wiasnosci trojkata réwnobocznego: dtugosé
wysokosci w zaleznosci od dtugosci boku, dtugosé
promienia okregu opisanego na tym tréjkacie,
dtugosc promienia okregu wpisanego w ten tréjkat;
— zna i stosuje wtasnosci tréjkata prostokatnego:
suma miar katéw ostrych trojkata, dtugosc
wysokosci w tréjkacie prostokgtnym
rownoramiennym w zaleznosci od dfugosci
przyprostokatnej; dtugos¢ promienia okregu
opisanego na tréjkacie i dtugos¢ promienia okregu
wpisanego w tréjkat w zaleznosci od dtugosci
bokéw trdjkata, zaleznos¢ miedzy dtugoscia
Srodkowe]j poprowadzonej z wierzchotka kata
prostego a dtugoscia przeciwprostokatnej;

— zna podstawowe wtasnosci tréjkata
rownoramiennego i stosuje je przy rozwigzywaniu

koncow odcinka;

— potrafi uzasadnié, ze kazdy punkt nalezgcy do
dwusiecznej kata lezy w réwnej odlegtosci od
ramion tego kata;

— potrafi udowodnic¢ twierdzenie o symetralnych
bokdw i twierdzenie o dwusiecznych katow

w tréjkacie;

— umie udowodnic¢ twierdzenie o odcinkach
stycznych;

— potrafi rozwigzywac zadania o $rednim stopniu
trudnosci dotyczace okregdéw wpisanych w tréjkat i
okregdéw opisanych na tréjkacie;

— potrafi stosowad cechy podobienstwa tréjkatéw
do rozwigzania zadan z wykorzystaniem innych,
wczesniej poznanych wiasnosci;

— potrafi rozwigzywac zadania o srednim stopniu
trudnosci dotyczace tréjkatow, z zastosowaniem
poznanych do tej pory twierdzen;

— zna twierdzenie o stycznej i siecznej oraz potrafi
je stosowad w rozwigzywaniu zadan
geometrycznych.




prostych zadan;

— zna trzy cechy przystawania tréjkatow i potrafi je
zastosowac przy rozwigzywaniu prostych zadan;

— zna cechy podobienstwa tréjkatdw; potrafi je
stosowac do rozpoznawania tréjkatow podobnych i
przy rozwigzaniach prostych zadan;

— umie obliczy¢ skale podobienstwa tréjkgtéw
podobnych.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

W tréjkacie réwnoramiennym kat przy podstawie
jest dwa razy wiekszy niz kat przy wierzchotku.
Wyznacz katy tego trdjkata.

Zadanie 2.

Wielko$¢ telewizora wyraza sie dtugoscia
przekatnej ekranu mierzonej w calach (1 cal =

= 2,54 cm). Oblicz, ile cali ma telewizor, ktérego
wymiary ekranu wynoszg 42 cm na 31,5 cm. Wynik
podaj z doktadnoscia do 1 cala.

Zadanie 3.
Dane sg odcinki dtugosci a, b oraz c. Skonstruuj
odcinek dtugosci: V3ac .

J2b

Zadanie 4.
Czy ponizsze tréjkaty sg przystajgce? Odpowiedz
uzasadnij.

Zadanie 1.

Dwa boki tréjkata majg dtugos¢ 1 cm i 4 cm. Oblicz
obwdd tego trdjkata, jezeli wiadomo, ze dtugosé
trzeciego boku wyraza sie liczbg naturalna.

Zadanie 2.

W trdjkacie prostokgtnym ABC przedtuzono
przeciwprostokatng AB i obrano na przedtuzeniach
punkty D i E tak, ze |AD| = |AC| oraz |BE| = |BC|.
Oblicz miare kata DCE.

Zadanie 3.

W trdjkacie boki majg dtugosc: 17 cm, 25 cm,
28 cm.

a) Sprawdz, czy ten tréjkat jest ostrokatny,
prostokatny czy rozwartokatny.

b) Oblicz dtugosé¢ wysokosci poprowadzonej na
najdtuzszy bok.

c) Podaj dtugos¢ odcinkéw, na jakie spodek
wysokosci podzielit najdtuzszy bok tréjkata.

Zadanie 4.
Udowodnij, ze w trdjkacie rGwnoramiennym

Zadanie 1.

Wykaz, ze suma odlegtosci dowolnego punktu
ptaszczyzny od wierzchotkéw czworokata jest
wieksza od potowy obwodu tego czworokata.

Zadanie 2.

W tréjkacie rGwnoramiennym wysokos¢
opuszczona na podstawe jest réwna odcinkowi,
ktory taczy srodek podstawy ze Srodkiem ramienia.
Podstawa tréjkata ma dtugosc a. Jaka dtugosé ma
wysokos¢ opuszczona na podstawe?

Zadanie 3.

Niech a, b, c beda dtugosciami bokéw w dowolnym
tréjkacie. Wykaz, ze prawdziwa jest nierdwnos$é: a?
+b*+ct<2(ab+ bc + ca).

Zadanie 4.

Dany jest trojkat ABC, w ktérym

|AB| = |AC| oraz |ZABC| = 3| £BAC|. Wykaz, ze jezeli
potproste BK™ i BL™ dzielg kat ZABC na trzy rowne

czesci (|£LBC| = §|AABCI), to tréjkaty BCL, BCK,




Zadanie 5.

W tréjkacie ABC dane sg diugosci bokow:

|AB| =12 cm, |BC| = 8 cm, |AC| = 10 cm. Punkt D
dzieli bok AB na takie dwa odcinki, ze

|AD| : |DB| =3 : 5. Przez punkt D poprowadzono
prostg réwnolegtg do boku AC, ktdra przecieta bok
BC w punkcie E. Oblicz dtugosci odcinkéw: CE, BE i
DE.

Zadanie 6.
W trdéjkacie prostokgtnym wysokos$¢ poprowadzona
na przeciwprostokatng ma dtugosc¢ 4 cm. Spodek

tej wysokosci lezy w odlegtosci 1% cm od srodka

okregu opisanego na trojkacie. Oblicz:

a) dtugos¢ promienia okregu opisanego na tym
tréjkacie;

b) dtugos¢ bokdéw tego tréjkata.

Zadanie 7.

W trdéjkat prostokatny rownoramienny wpisano
dwa okregi, styczne zewnetrznie do siebie, kazdy
o promieniu 1 ¢cm (jak na rysunku ponizej).

Oblicz obwéd tego tréjkata.

dwusieczne katéw przy podstawie sg réwnej
dtugosci.

Zadanie 5.

W trdjkacie prostokatnym ABC przyprostokatne
majq dtugos¢: |AB| =32 cm, |AC| = 24 cm.
Symetralna boku BC przecina ten bok w punkcie D,
bok AB w punkcie E i przedtuzenie boku AC

w punkcie F. Udowodnij, ze trdjkat EBD jest
podobny do tréjkata EAF i oblicz skale tego
podobienstwa.

Zadanie 6.
Dany jest tréjkat rownoboczny ABC. Punkty P, Q, R
lezg na bokach tréjkata ABC (po jednym na kazdym
boku) w taki sposob, ze kazdy bok trojkata PQR jest
prostopadty do jednego boku tréjkata ABC.
a) Wykaz, ze tréjkat PQR jest réwnoboczny.

|AB|

b) Wyznacz stosunek —— .
|PQ

Zadanie 7.

Dany jest okrag o promieniu 3. Z punktu P
oddalonego od srodka okregu o 5 poprowadzono
styczng do okregu oraz sieczng przecinajacg okrag
w punktach AiBtak, ze |BP| : |AP| =3:2.

Oblicz dtugosc¢ odcinka AB.

BKA sg rGwnoramienne.

Zadanie 5.

Okregi o promieniach dtugosci 2 cm i3 cm sg
styczne zewnetrznie w punkcie A. Znajdz odlegtosc¢
punktu A od prostej, do ktdrej nie nalezy punkt A, a
ktdra jest styczna jednoczesnie do obu okregdéw.




2. Trygonometria

Tematyka zajec:

Kat skierowany

Okreslenie sinusa, cosinusa, tangensa i cotangensa w tréjkacie prostokatnym
Wartosci sinusa, cosinusa, tangensa i cotangensa dla katéw 30°, 45°, 60°

e Sinus, cosinus, tangens i cotangens dowolnego kata

Podstawowe tozsamosci trygonometryczne
Wzory redukcyjne

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajgce

Uczeh:

— potrafi obliczy¢ wartosci funkcji trygonometrycz-
nych kata ostrego w trdjkacie prostokatnym o da-
nych dtugosciach bokdw;

— potrafi korzystac z przyblizonych wartosci funkcji
trygonometrycznych (odczytanych z tablic lub
obliczonych za pomocg kalkulatora);

— zna wartosci funkcji trygonometrycznych katow o
miarach 30°, 45°, 60°;

— potrafi rozwigzywac tréjkaty prostokatne;

— potrafi oblicza¢ wartosci wyrazen zawierajgcych
funkcje trygonometryczne katéw o miarach 30°,
45°, 60°;

— zna definicje sinusa, cosinusa, tangensa

i cotangensa dowolnego kata wypuktego;

— potrafi wyznaczy¢ (korzystajac z definicji)
wartosci funkcji trygonometrycznych takich katéw
wypuktych, jak: 120°,135°, 150°;

— zna znaki funkcji trygonometrycznych katéw
wypuktych, réznych od 90°; zna wartosci funkcji

Uczen:

— zna pojecie kata skierowanego;

— wie, co to jest miara gtéwna kata skierowanego i
potrafi jg wyznaczy¢ dla dowolnego kata;

— zna definicje sinusa, cosinusa, tangensa

i cotangensa dowolnego kata;

— umie podac znaki wartosci funkcji trygono-
metrycznych w poszczegdlnych éwiartkach;

— potrafi obliczy¢, na podstawie definicji, wartosci
funkcji trygonometrycznych katow: 210°, 240°,
315°,330°itd.;

— umie zbudowad w uktadzie wspétrzednych
dowolny kat o mierze «, gdy dana jest wartos¢
jednej funkcji trygonometrycznej tego kata;

—zna i potrafi stosowaé podstawowe tozsamosci
trygonometryczne (dla dowolnego kata, dla
ktorego funkcje trygonometryczne sg okreslone)
—zna i potrafi stosowaé wzory redukcyjne;

— potrafi dowodzi¢ rézne tozsamosci trygono-

metryczne;

Uczen:

— potrafi udowodnié twierdzenie sinusow;

— potrafi udowodnié twierdzenie cosinuséw;

— potrafi rozwigzywac zadania o podwyzszonym
stopniu trudnosci, wymagajace niekonwencjo-
nalnych pomystéw i metod.




trygonometrycznych ( o ile istniejg) katow

o miarach: 0°, 90°, 180°;

— potrafi obliczy¢ wartosci pozostatych funkcji
trygonometrycznych kata wypuktego, gdy dana jest
jedna z nich;

— zna i potrafi stosowac podstawowe tozsamosci
trygonometryczne (w odniesieniu do kata
wypuktego):

sina

sinfa+cosla=1,tga= —,tga-ctg a=1;
coso

—zna wzory redukcyjne dla kata 90° — ¢, 90° +
oraz 180° — o

— potrafi stosowac¢ poznane wzory redukcyjne w
obliczaniu wartosci wyrazen;

— potrafi zastosowaé poznane wzory redukcyjne w
zadaniach geometrycznych;

— potrafi zbudowac kat wypukty znajgc wartosc
jednej z funkcji trygonometrycznych tego kata.

— zna twierdzenie sinusow i potrafi je stosowac

w zadaniach geometrycznych;

—zna twierdzenie cosinuséw i potrafi stosowac je w
zadaniach geometrycznych;

— potrafi rozwigzywac zadania o srednim stopniu
trudnosci, wykorzystujac takze wczedniej poznang
wiedze o figurach geometrycznych.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.
Oblicz wartos¢ wyrazenia:
sin 30° - cos 60 °© + tg 45° - ctg 30°.

Zadanie 2.

W trdjkacie prostokgtnym ABC dane s3: dtugosc
przeciwprostokatnej |BC| = V146 cm oraz dtugosé
przyprostokatnej |AB| =5 cm.

a) Oblicz dtugos¢ drugiej przyprostokatnej.

Zadanie 1.
Zbuduj kat o mierze o takiej, ze
a) sin 05=—L b)tg a=—+7.

2\2

Wyznacz pozostate wartosci funkcji trygono-
metrycznych kata a.

Zadanie 2.
Postugujac sie wzorem cos2a = 1 — 2sin’a, oblicz

Zadanie 1.
Wiedzac, ze

. 1
sina + cosa= —

V2

a)|sin a—cos «,
b) sin®ar + cos’q;
c) sin*a + cos*a.

Zadanie 2.

, oblicz:




b) Oblicz miary katéw ostrych tréjkata (skorzystaj z
tablic wartosci funkcji trygonometrycznych).

c) Oblicz dtugos¢ wysokosci tréjkata poprowadzo-
nej na przeciwprostokatng oraz cosinus kata, jaki
tworzy ta wysokosc¢ z krétszg przyprostokatna.

Zadanie 3.

Kat wzniesienia wiezy, zmierzony w odlegtosci 80 m
od jej podstawy, ma miare 48°. Jakg wysokos¢ ma
wieza?

Zadanie 4.
Wyznacz, korzystajgc z definicji, wartosci funkcji
trygonometrycznych kata 120°.

Zadanie 5.

Oblicz, stosujac odpowiednie wzory redukcyjne,
wartosé wyrazenia:

a) sin 135° + tg 120° - cos 150°

b) sin?17° + sin?73° — cos 120°.

Zadanie 6.
Oblicz, bez uzycia tablic i kalkulatora:
tg 30° - tg 40° - tg 130°.

Zadanie 7.

Niech ¢, f, yoznaczajg miary katéw dowolnego
tréjkata. Wykaz, ze prawdziwa jest zaleznos¢:

.o +
Sln—=COSM.

sin 15°.

Zadanie 3.

W trdjkacie prostokatnym a, b oznaczajg dtugosci
przyprostokatnych, a jest miarg kata lezgcego
naprzeciw przyprostokatnej dtugosci a. Wiedzac, ze

_2
cos ¢ = —, oblicz:
10

a) tangens q;

aZ

a’ - b?

b) wartos¢ wyrazenia: +

a+b

Zadanie 4.
Sprawdz, czy rownosé

cosa+tga 1 . . , .
8 _ jest tozsamoscig

+
sinacosa  sina  cos’a

trygonometryczng. Podaj konieczne zatozenia.

Zadanie 5.
Oblicz wartos¢ wyrazenia:
sin 960° - tg 420° — cos 1410°.

Zadanie 6.

Oblicz dtugosc¢ srodkowej CD w tréjkacie ABC, jesli
dane s dtugosci bokéw tréjkata: a =5,
b=6,c=10.

Zadanie 7.

W trdéjkacie ABC dane sg dtugosci bokdw:

a= 2\/5, b=3\/5, 0:3—\/§.Wyznacz miare
najwiekszego kata tego tréjkata oraz promien kota

Balon wznosi sie pionowo. W chwili, gdy znajduje
sie na wysokosci h metréw nad ziemig, osoba
lecgca balonem mierzy kat depresji o przedmiotu
znajdujacego sie na ziemi. Po uptywie t sekund -
powtarza pomiar i otrzymuje kat £. Z jaka $rednig
predkoscig v wznosi sie balon?

Zadanie 3.

Wykaz, ze jesli a, b, ¢ sg dtugosciami bokéw
tréjkata oraz a<%, to miary katéw

a, B, 7, lezacych naprzeciw tych bokdw, spetniaja

By

nieréwnos$é a < -




Zadanie 8.
Zbuduj kat o mierze o, a € (90°, 180°) takiej, ze

a) sin a=§ b) ctg a=—-4.

Wyznacz pozostate wartosci funkcji trygono-
metrycznych kata a.

Zadanie 9.

. ‘s . . 5sina—4cosa .
Oblicz wartos¢ wyrazenia —————— wiedz3c,

3cos o +8sina

. 2
etga=—.
8 3

opisanego na tym tréjkacie.

Zadanie 8.

W pewnym tréjkacie miary katéw ¢, S, y spetniaja
warunek: sina — sin?f3 = sin?y.

Wykaz, ze tréjkat ten jest prostokatny.

3. Geometria ptaska — pole kota, pole tréjkata

Tematyka zajec:

e Pole figury geometrycznej

e Pole trojkata, cz. 1

e Pole trojkata, cz. 2

e Pola tréjkatéw podobnych

e Pole kota, pole wycinka kota

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

— rozumie pojecie pola figury; zna wzér na pole
kwadratu i pole prostokata;

— zna nastepujace wzory na pole tréjkata:

poa3

, gdzie a — dtugos¢ boku tréjkata

rownobocznego

Uczen:
— potrafi wyprowadzi¢ wzér na pole tréjkata

. . 1 .
rownobocznego i wzory: P = Ea b -sin y,

_1 . _a+b+c
P= Ep-r, gdziep = , Z& Wzoru

pP= laha;
2

— potrafi rozwigzywaé zadania geometryczne

Uczen:

— potrafi udowodnic twierdzenie Pitagorasa oraz
twierdzenie Talesa z wykorzystaniem pdél
odpowiednich tréjkatow;

— potrafi rozwigzywac nietypowe zadania geome-
tryczne o podwyzszonym stopniu trudnosci z
wykorzystaniem wzoréw na pola figur i innych
twierdzen.




1
= _a.ha’
2
P=a-b-sin y, gdzie y € (0°, 180°)
P= G_bC'
4R

a+b+c

1 .
Ep-r,gd2|ep=

P=plp—allp—bllp—a), gdzie p= 1

— potrafi rozwigzywadé proste zadania geometryczne
dotyczace tréjkatdw, wykorzystujgc wzory na pole
tréjkata i poznane wczesdniej twierdzenia;

— potrafi obliczy¢ wysoko$¢ tréjkata, korzystajac ze
wzoru na pole;

— potrafi rozwigzywac proste zadania geometrycz-
ne dotyczace tréjkatéw, wykorzystujgc wzory na ich
pola i poznane wczesniej twierdzenia, w -
szczegdlnosci twierdzenie Pitagorasa oraz
wtasnosci okregu wpisanego w tréjkat i okregu
opisanego na tréjkacie;

— zna twierdzenie o polach figur podobnych; potrafi
je stosowac przy rozwigzywaniu prostych zadan;

— zna wzor na pole kota i pole wycinka kota; umie
zastosowac te wzory przy rozwigzywaniu prostych
zadan;

— wie, ze pole wycinka kota jest wprost proporcjo-
nalne do miary odpowiadajgcego mu kata srod-
kowego kota i jest wprost proporcjonalne do
dtugosci odpowiadajgcego mu fuku okregu oraz
umie zastosowac te wiedze przy rozwigzywaniu
prostych zadan.

o $rednim stopniu trudnosci, stosujgc wzory na
pola tréjkatow, w tym réwniez z wykorzystaniem
poznanych wczesniej wiasnosci trojkatow;

— potrafi rozwigzywac zadania geometryczne,
wykorzystujgc cechy podobienistwa tréjkatéw,
twierdzenie o polach figur podobnych;

— rozwigzuje zadania dotyczace tréjkatéw,

w ktdrych wykorzystuje twierdzenia poznane
wczesniej ( tw. Pitagorasa, tw. Talesa,

— tw. sinusdw, tw. cosinuséw, twierdzenia o katach
w kole, itp.)

— potrafi dowodzié twierdzenia, w ktorych
wykorzystuje pojecie pola.




Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

Z kawatka tréjkatnego materiatu o obwodzie
1,12 m i polu 504 cm? wycieto koto, styczne do
bokéw tego tréjkata. Oblicz dtugosé promienia
wycietego kofa.

Zadanie 2.

Boki tréjkata majg dtugosc¢ 21 cm, 17 cm, 10 cm.
Oblicz:

a) pole tréjkata;

b) dtugos¢ promienia okregu wpisanego w ten
tréjkat;

c) dtugos¢ promienia okregu opisanego na tym
tréjkacie.

Zadanie 3.

W trdéjkacie dwa boki majg dtugosé 12 cm i 10 cm,
za$ kat zawarty miedzy tymi bokami ma miare
150°. Oblicz pole tego tréjkata.

Zadanie 4.

W trdéjkacie prostokgtnym przyprostokatne maja
dtugosc¢ 6 cm i 8 cm. Korzystajgc ze wzoru na pole
tréjkata oblicz odlegtos¢ wierzchotka kata prostego
od przeciwprostokatne;j.

Zadanie 5.

Kat wpisany w koto ma miare 45° i jest oparty na
tuku dtugosci 3w cm. Oblicz pole wycinka kota
wyznaczonego przez ten tuk.

Zadanie 1.

W trdjkacie prostokgtnym jedna z przyprostokat-
nych jest dwa razy krétsza od przeciwprostokatnej.
Oblicz stosunek pola kota wpisanego w ten tréjkat
do pola kota opisanego na tym trdjkacie.

Zadanie 2.

W tréjkacie, ktdrego pole jest réwne 27 cm?, dwa
boki majg dtugos¢ 18 cm i 6 cm.

a) Jaka miare ma kat zawarty miedzy tymi bokami?
b) Oblicz dtugos¢ trzeciego boku trojkata.

c) Oblicz promien kota opisanego na tym tréjkacie.
Pamietaj o rozwazeniu dwdch przypadkow.

Zadanie 3.

Na tréjkacie ABC, w ktérym |AC| = |BC|, opisano
okrag o srodku O i promieniu R =20 cm. Wiedzac,
ze |ZAOB| = 120°, oblicz pole tréjkata oraz dtugosé
promienia okregu wpisanego w ten tréjkat. Rozwaz
dwa przypadki.

Zadanie 4.

W trdjkgcie rwnoramiennym podstawa ma 16 cm
dtugosci, a ramie ma 17 cm dtugosci. Oblicz odleg-
tosc¢ srodka wysokosci poprowadzonej na podstawe
tréjkata od ramienia tréjkata.

Zadanie 5.

Prosta rownolegta do podstawy AB trojkata ABC,
przecinajgca ramiona AC i BC odpowiednio

w punktach D i E, dzieli ten tréjkat na dwie figury
o réwnych polach. W jakim stosunku (liczac od

Zadanie 1.

W trdjkacie ABC poprowadzono Srodkowe AD oraz
CE, ktore przeciety sie w punkcie M.

Wiedzac, ze |AD| - |CE|= V3 oraz

| ZMAC| + |ACM | = 60° wykaz, ze pole tréjkata
ABC wynosi 1.

Zadanie 2.

Wyznacz dtugosé boku c tréjkata, jesli dane sg
dtugosci a, b dwdch jego bokdéw oraz wiadomo, ze
ha + hy = h, gdzie hg, hy, he sg dtugosciami
wysokosci opuszczonych na odpowiednie boki tego
tréjkata.

Zadanie 3.

Wykaz, ze okrag wpisany w tréjkat prostokatny jest
styczny do przeciwprostokatnej w punkcie
dzielacym jg na dwa odcinki, ktérych iloczyn
dtugosci jest réwny polu tego tréjkata.

Zadanie 4.
Wykaz, ze pole tréjkata wyraza sie wzorem:

b
p= % , gdzie a, b, c oznaczaja dtugosci bokdéw
tréjkata, R — dtugosé promienia okregu opisanego

na tym tréjkacie.

Zadanie 5.
W trdjkacie rozwartokgtnym ABC (kat BCA jest
rozwarty) dtugosci bokéw wynoszg: |AB| =,




Zadanie 6.

Troéjkat rownoboczny A'B'C' jest podobny do tréj-
kata ABC w skali s = 3. Pole trojkata ABC jest réwne
4/3 cm?. Oblicz dtugos¢ boku trojkata A'B'C'.

wierzchotka C) dzieli ona ramiona tréjkata?

Zadanie 6.
W wycinek kofa o promieniu 6 cm wpisano okrag
o promieniu 2 cm. Oblicz pole wycinka kofa.

Zadanie 7.
W trdéjkacie ABC dane sa:
| ZACB| =120°, |AC| = b, |BC| =a.
Wykaz, ze odcinek dwusiecznej kata ACB zawarty w

tréjkacie ma dtugosé ﬂ.
a+b

|AC| = b oraz |BC| =a, gdzieO<a<b<c. Pole
tego trojkata wynosi 3. Wykaz, ze |AC| > V6 .




4. Funkcja i jej wlasnosci

Tematyka zajec:

e Pojecie funkcji. Funkcja liczbowa. Dziedzina i zbiér wartosci funkcji

* Sposoby opisywania funkcji

e Wykres funkcji

e Dziedzina funkcji liczbowe;j

e Zbidr wartosci funkcji liczbowej
* Miejsce zerowe funkgji

e Monotonicznos¢ funkcji

e Funkcje réznowartosciowe

e Odczytywanie wtasnosci funkcji na podstawie jej wykresu

e Szkicowanie wykreséw funkcji o zadanych wtasnosciach

e Zastosowanie wykreséw funkcji do rozwigzywania réwnan i nieréwnosci.
e Zastosowanie wiadomosci o funkcjach do opisywania, interpretowania i przetwarzania informacji wyrazonych w postaci wykresu

funkcji

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

— potrafi odrézni¢ funkcje od innych przyporzad-
kowan;

— potrafi podawad przyktady funkcji;

— potrafi opisywac funkcje na rézne sposoby:
wzorem, tabelka, grafem, opisem stownym;

— potrafi naszkicowac wykres funkcji liczbowej
okreslonej stownie, grafem, tabelka, wzorem;

— potrafi odrdznié wykres funkcji od krzywej, ktéra
wykresem funkcji nie jest;

— zna wykresy funkgji, takich jak: y = x, y = x?,

Uczen:

— potrafi okresli¢ dziedzine funkcji liczbowej danej
wzorem w przypadku, gdy wyznaczenie dziedziny
funkcji wymaga rozwigzania koniunkcji warunkodw,
dotyczacych mianownikdéw lub pierwiastkéw
stopnia drugiego, wystepujgcych we wzorze;

— potrafi obliczy¢ miejsca zerowe funkcji opisane;j
wzorem;

— wie, jakie funkcje nazywamy réwnymi;

— zna definicje funkcji parzystej oraz nieparzystej;
— wie, jaka funkcje nazywamy okresowg;

Uczen:
— rozwigzuje zadania dotyczgce funkcji
o podwyzszonym stopniu trudnosci.




1
y=x3y=+x,y==;
X

— potrafi okresli¢ dziedzine funkcji liczbowej danej
wzorem (w prostych przypadkach);

— potrafi obliczy¢ miejsce zerowe funkcji liczbowej
(w prostych przypadkach);

— potrafi obliczy¢ wartosé funkcji liczbowej dla
danego argumentu, a takze obliczy¢ argument
funkcji, gdy dana jest jej wartos¢;

— potrafi okresli¢ zbidr wartosci funkcji w prostych
przypadkach (np. w przypadku, gdy dziedzina
funkcji jest zbiorem skoriczonym);

— potrafi na podstawie wykresu funkcji liczbowej
odczytac jej wtasnosci, takie jak:

— dziedzina funkcji

— zbidr wartosci funkcji

—miejsce zerowe funkcji

— argument funkcji, gdy dana jest wartos¢ funkcji
— wartosc¢ funkcji dla danego argumentu

— przedziaty, w ktdrych funkcja jest rosnaca,
malejaca, stata

— zbior argumentow, dla ktérych funkcja przyjmuje
wartosci dodatnie, ujemne, niedodatnie,
nieujemne

— najmniejszg oraz najwiekszg wartos$¢ funkcji;

— potrafi interpretowac informacje na podstawie
wykresow funkcji lub ich wzoréw (np. dotyczace
roznych zjawisk przyrodniczych, ekonomicznych,
socjologicznych, fizycznych);

— potrafi przetwarzac informacje dane w postaci
wzoru lub wykresu funkcji;

— umie na podstawie wykreséw funkcji fi g podac
zbiér rozwigzan rownania f(x) = g(x) oraz nieréw-

— potrafi podac wtasnosci funkcji okresowej na
podstawie jej wykresu;

— potrafi zbadaé na podstawie definicji, czy dane
funkcje sg rowne;

— potrafi zbadaé na podstawie definicji parzystosé
(nieparzystosc¢) danej funkcji;

— potrafi zbadaé na podstawie definicji
monotoniczno$é danej funkcji;

— potrafi udowodnié na podstawie definicji
réoznowartosciowosc danej funkcji;

— potrafi wyznaczy¢ najmniejszg oraz najwiekszg
wartos¢ funkcji w przedziale domknietym;

— postuguje sie wykresami funkcji:

y = reszta z dzielenia x przez 3, gdzie x € C,
y=sgnx,y=[x],y=x-[x],y=max(5, |x]),

y =min (x, 2x + 1);

— potrafi stosowa¢ wiadomosci o funkcji do opisy-
wania zaleznosci w przyrodzie, gospodarce i zyciu
codziennym;

— potrafi podac opis matematyczny prostej sytuacji
w postaci wzoru funkcji;

— potrafi naszkicowac¢ wykres funkcji kawatkami
ciggtej na podstawie wzoru tej funkcji;

— potrafi na podstawie wykresu funkcji kawatkami
ciggtej omoéwié jej wiasnosci;

— potrafi naszkicowac wykres funkcji o zadanych
wtasnosciach.




nosci typu: f(x) < g(x), fix) > g(x).

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

Dana jest funkcja okreslona za pomocg opisu
stownego: ,,Kazdej liczbie ze zbioru A=1{0, 1, 4, 9,
16} przyporzqdkowujemy pierwiastek kwadratowy
tej liczby”. Zapisz te funkcje za pomocg wzoru, a -
nastepnie naszkicuj jej wykres w prostokatnym
uktadzie wspodtrzednych. Podaj zbiér wartosci tej
funkgcji i jej miejsce zerowe.

Zadanie 2.

Dana jest funkcja o wzorze f(x) = x—2

Nark

a) Okresl dziedzine tej funkcji.

b) Czy funkcja ta posiada miejsce zerowe?
Odpowiedz uzasadnij.

c) Oblicz wartos¢ funkcji dla argumentu (—9).

Zadanie 3.
Ponizej podany jest dobowy wykres temperatury.
T[°ClA
4
3
2
1 t [godz.]

219 123456 7/8 91011121314151617 1818021222324
2
-3

Odpowiedz na pytania:

a) W jakich godzinach dokonywano pomiaru?
b) W jakim przedziale mieszczg sie zanotowane
temperatury?

Zadanie 1.
a) Wyznacz dziedzine funkcji danej wzorem
fix) = 3o+ 2L
X —X
b) Wyznacz miejsce zerowe funkcji o wzorze

f(x):w_
x° -1

Zadanie 2.

Naszkicuj wykres funkcji, ktorej dziedzing jest
przedziat ( -6, 6); zbiorem wartosci jest przedziat
(1, +o0); wykres funkcji jest symetryczny wzgledem
osi OY; funkcja jest rosngca w przedziale (-6, 0)
oraz f(0) = 4. Czy istnieje tylko jedna taka funkcja?

Zadanie 3.
Naszkicuj wykres i oméw witasnosci funkcji okres-

x? dla x<-2
lonej wzorem: f(x) = {x* dla —1<x<1
Jx dla x>1

a) Oblicz wartos¢ funkcji f dla argumentu 3% .
b) Dla jakiego dodatniego argumentu a zachodzi

rownosé fla) = —f(-a)?

Zadanie 4.
W pewnym kraju obowigzuje system podatkowy

opisany wzorem:

Zadanie 1.
Przedstaw funkcje okreslong wzorem

fix) =

w postaci sumy funkcji parzystej i nieparzyste;j.

3
X +2X,gdziex e R—{-3,3},
x-3

Zadanie 2.
Wykaz, ze funkcja okreslona wzorem
_3x*+2x+3

f(x) >
X“+1

rownga 4, a najmniejszg rowng 2.

przyjmuje najwiekszg wartos¢

Zadanie 3

Wykaz, ze funkcja okreslona wzorem
f(x) =3 —2x3 jest

a) malejaca,

b) réznowartosciowa.




¢) W jakich godzinach temperatura wyniosta 0°?

d) W jakich godzinach temperatura byta dodatnia, a
w jakich ujemna?

e) W jakich godzinach temperatura rosta, a w jakich
malata?

f) Jakg warto$¢ miata temperatura w godzinach (12,
14)?

g) Jaka najnizszg wartos¢ wskazat termograf?

Zadanie 4.

Odlegtos¢ d [km] ustalonego kolarza peletonu od
mety w zaleznosci od czasu jazdy t [h] (od chwili
rozpoczecia wyscigu do chwili przejechania mety)
opisuje wzor:

d(t) =180 — 45t.

a) lle godzin potrzeba, aby kolarz przejechat linie
mety wyscigu?

b) W jakiej odlegtosci od mety bedzie znajdowat sie
kolarz po 40 minutach jazdy?

c) Po jakim czasie od startu kolarz bedzie znajdowat
sie 30 km od mety?

d) Jaka dtugosé ma etap wyscigu?

Zadanie 5.

Na podstawie wykresow odpowiednich funkcji
rozwigz:

a) rownanie x?>=x

., ,, 1
b) nieréwnos¢ =>x>.
X

0 dla 0<x<800
0,05x —40 dla 800 < x <2000
0,2x —340 dla x >2000

gdzie x — oznacza wysokos¢ dochodéw rocznych
podatnika w dolarach, zas$ f(x) oznacza wysokos¢
podatku, jaki zobowigzany jest zaptacié¢ podatnik.
Oblicz, ktory z podatnikéw zaptaci wiekszy podatek
i o ile procent wiekszy, jesli dochdd roczny
pierwszego z nich wynidst 1260 USD, zas drugiego
3480 USD. Wynik podaj z doktadnoscig do dwéch
miejsc po przecinku.

fix) =

Zadanie 5.

Wykaz na podstawie definicji, ze funkcja okreslona
wzorem:

a) flx) = x? — 2x jest rosngca w zbiorze (1, +);

-1 . ‘- .
b) f(x)= X2 jest réznowartosciowa;
x+4

) fx) = 2=
x° =1

jest parzysta.

Zadanie 6.
Wyznacz najmniejszg oraz najwiekszg wartosc¢
funkcji f(x) = (2x — 3)®> w przedziale (-4, 6).




5. Przeksztatcenia wykresow funkcji

Tematyka zajec:

e Podstawowe informacje o wektorze w uktadzie wspoétrzednych

e Przesuniecie réwnolegte o wektor v = [p, g]
e Symetria osiowa wzgledem osi OX i osi OY
e Symetria srodkowa wzgledem punktu (0, 0)

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajgce

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

— zna okreslenie wektora i potrafi podac jego cechy;
— potrafi obliczy¢ wspdtrzedne wektora, majac
dane wspotrzedne poczatku i korca wektora;

— potrafi obliczy¢ wspdtrzedne poczatku wektora
(konca wektora), gdy dane ma wspoétrzedne
wektora oraz wspotrzedne konca (poczatku)
wektora;

— potrafi wyznaczy¢ dtugos¢ wektora (odlegtosé
miedzy punktami na ptaszczyznie kartezjanskiej);
— zna okreslenie wektoréw rownych i wektoréw
przeciwnych oraz potrafi stosowac wtasnosci tych
wektoréow przy rozwigzywaniu zadan;

— potrafi wykonywaé dziatania na wektorach:
dodawanie, odejmowanie oraz mnozenie przez
liczbe (analitycznie);

— potrafi obliczy¢ wspdtrzedne srodka odcinka;

— potrafi podac wspodtrzedne punktu, ktéry jest
obrazem danego punktu w symetrii osiowej
wzgledem osi OX oraz osi OY;

— potrafi podac wspodtrzedne punktu, ktory jest
obrazem danego punktu w symetrii sSrodkowej

Uczen:

—zna wiasnosci dziatan na wektorach i potrafi je
stosowacé w rozwigzywaniu zadan o Srednim
stopniu trudnosci;

— potrafi na podstawie wykresu funkcji y = f (x)
sporzadzi¢ wykresy funkcji: y = |f(x)|, vy =f(Ix]),
y=k-fix),k#0orazy=flk-x), k#0;

— potrafi naszkicowa¢ wykres funkgcji, ktérego
sporzadzenie wymaga kilku poznanych
przeksztatcen;

— potrafi przeprowadzi¢ dyskusje rozwigzan
réwnania z parametrem f(x) = m, w oparciu

o wykres funkdji f;

— potrafi stosowac wtasnosci przeksztatcen
geometrycznych przy rozwigzywaniu zadan o $red-
nim stopniu trudnosci.

Uczen:

— potrafi rozwigzywaé nietypowe zadania

(o podwyzszonym stopniu trudnosci), dotyczace
przeksztatcen wykreséw funkcji oraz wtasnosci
funkcji.




wzgledem punktu (0,0);

— potrafi podaé wspotrzedne punktu, ktory jest
obrazem danego punktu w przesunieciu
rownolegtym o dany wektor;

— potrafi narysowac¢ wykres funkcji y = f(x) + g,
y=fix=p),y=flx-p)+q, y=—f(x),y =fl-x) oraz
y = —f(—x) w przypadku, gdy dany jest wykres funkcji
y =f(x); (potrafi narysowac wykresy funkcji
okreslonych wzorami, np.:

1
y=(x+3)5 y=x -4 y=-=;

y=(x=-1)-5y=— \/—x,v=i2+3);
X_

— — umie podad witasnosci funkcji: y=f(x) + g,
y=fix=p), y=fix—=p) +a,y =—fx), y = fl-x),

— y = —f(—x) w oparciu o dane wtasnosci funkgji

y = flx);

— potrafi zapisa¢ wzor funkcji, ktorej wykres
otrzymano w wyniku przeksztatcenia wykresu
funkcji f przez symetrie osiowa wzgledem osi OX,
symetrie osiowg wzgledem osi OY, symetrie
srodkowa wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych, przesuniecie réwnolegte o dany
wektor.

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.
Dane sg punkty: A(2,5 ), B(-4, 6 ).

a) Wyznacz wspoétrzedne wektora AB .

b) Oblicz dtugos¢ wektora AB .
c) Wyznacz wspdtrzedne srodka odcinka AB.

Zadanie 1.
Dany jest odcinek o konicach A(2, - 5), B(— 4, 7).
Wyznacz wspétrzedne punktu P, ktory dzieli odci-
nek AB w taki sposéb, ze le .

|AB| 3

Zadanie 2.

Zadanie 1.
W jaki sposdb przeksztatci¢ wykres funkcji

fix) = 1 , aby otrzymac wykres funkcji g(x)=
X
27

Zadanie 2.

4x -3

+




Zadanie 2.
Dane sg wektory: a= [1,-1], b= [2,-1],
‘= [-5, —=7]. Wyznacz takie liczby rzeczywiste k, /,

aby k-a +/-b=2¢.

Zadanie 3.

W prostokgtnym uktadzie wspotrzednych narysuj
odcinek AB, gdzie A(-2, 4), B(-5, —3), a nastepnie
wyznacz wspoétrzedne korcodw obrazu tego odcinka:
a) w symetrii wzgledem osi OX

b) w symetrii wzgledem osi OY

c) w symetrii wzgledem poczatku uktadu wspoét-
rzednych

d) w przesunieciu rownolegtym o wektor

u = [1,-3].

Zadanie 4.

Dana jest funkcja f(x) = x3. Naszkicuj wykres funkcji:
a)y=x>+2; b)y=Kx+1)}; c)y=-x};
d)y=(x-1)*-4.

Zadanie 5.
Dany jest wykres funkcji y = f(x).

-
T

T

a) Napisz wzér funkcji g, ktdrej wykres powstanie w
wyniku przesuniecia wykresu funkcji f wzdtuz osi
OX o 4 jednostki w prawo. Jakie miejsca zerowe ma

b 4

O jaki wektor nalezy przesungc¢ réwnolegle wykres
funkcji f(x) = vVx — 3, aby otrzyma¢ wykres funkcji:
a) g(x) = Vx +1

b) h(x) = Vx+27?

Zadanie 3.

Dana jest funkcja g(x) = 2x — 6. Jej wykres powstat
w wyniku przeksztatcenia wykresu funkcji y = f(x) w
symetrii srodkowej wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych. Wyznacz wzor funkgji f.

Zadanie 4.

Na podstawie wykresu funkcji f(x) = vx naszkicuj
wykresy funkcji:

a)y=3—vJx+2
b)y=+v-x+2+1
Ay =|Vx-4|

d)y=%\/m

Zadanie 5.

Naszkicuj wykres funkgji f(x) = |x — 2|. Na podstawie
wykresu tej funkcji rozwigz:

a) réwnania: |x—=2|=3; |x=2|=x

b) nieréwnosci: |x—2|<2; |x—2|>x%

Zadanie 6.

Funkcja y = f(x) jest okreslona w zbiorze R i jest
okresowa o okresie podstawowym rownym 6.
Wyznacz okres podstawowy funkcji

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = Jx - 1, a nastepnie
na jego podstawie, sporzgdz wykres funkcji g(x) = 4
—f(]—x+ 1]). Podaj wz6r funkcji g.

Zadanie 3.

Naszkicuj wykres funkcji g(x) = , @ nastepnie:

2
-1
a) podaj dziedzine i zbidr wartosci funkcji g

b) podaj przedziaty monotonicznosci funkcji g
c) wykaz, ze funkcja g jest parzysta

d) podaj zbidr rozwigzan nieréwnosci >|x|.

-1

Zadanie 4.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m,
dla ktérych réwnanie |3— | x—2||=m+7
ma wiecej rozwigzan dodatnich niz ujemnych.




funkcja g?

b) Podaj dziedzine i zbiér wartosci funkcji h, ktorej
wykres otrzymamy w wyniku przeksztatcenia
wykresu funkcji f w symetrii wzgledem osi OX. Zadanie 7.

W oparciu o wykres odpowiedniej funkcji podaj
liczbe rozwigzan réwnania, w zaleznosci od
wartosci parametru m:

72,
g(X)—f(3 )-

a) x=5/-2=m b) ‘1—2‘ =m+a.
X

6. Funkcja liniowa

Tematyka zajec:

Proporcjonalnos¢ prosta

Funkcja liniowa. Wykres funkcji liniowej

Miejsce zerowe funkcji liniowej. Wtasnosci funkgji liniowej

Znaczenie wspotczynnikdw we wzorze funkcji liniowej

e Rownolegtosc i prostopadtosé wykresow funkcji liniowych o wspétczynnikach kierunkowych réznych od zera
e Zastosowanie wiadomosci o funkcji liniowej w zadaniach z zycia codziennego
e RdAwnanie liniowe i nierownos¢ liniowa z jedng niewiadomga

e RdAwnania i nierdwnosci z wartoscig bezwzgledna

e ROAwnania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi

o Uktady réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi

e Uktady réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi z parametrem

e Zastosowanie uktadow réwnan liniowych do rozwigzywania zadan tekstowych




e Zastosowanie uktadow nierdwnosci pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi do rozwigzywania zadan

Wymagania podstawowe

Wymagania dopetniajace

Wymagania wykraczajgce

Uczen:

— wie, jaka zalezno$¢ miedzy dwiema wielkos$ciami
zmiennymi nazywamy proporcjonalnoscig prostg;

— potrafi wskazac wspotczynnik proporcjonalnosci;

—rozwigzuje zadania tekstowe z zastosowaniem
proporcjonalnosci prostej;

— zna pojecie funkcji liniowej;

— potrafi interpretowac wspdtczynniki we wzorze
funkcji liniowej;

— potrafi sporzadzi¢ wykres funkcji liniowej dane;j
wzorem;

— potrafi na podstawie wykresu funkcji liniowej (wzoru
funkcji) okresli¢ monotonicznos$¢ funkcji;

— potrafi wyznaczy¢ algebraicznie i graficznie zbiér tych
argumentéw, dla ktdrych funkcja liniowa przyjmuje
wartosci dodatnie (ujemne, niedodatnie,
nieujemne);

— potrafi sprawdzi¢ algebraicznie, czy punkt o danych
wspotrzednych nalezy do wykresu funkcji liniowej;

— potrafi podac wtasnosci funkcji liniowej na podstawie
wykresu tej funkcji;

— wie, ze wspodtczynnik kierunkowy a we wzorze funkgji
y = ax + b oznacza tangens kata nachylenia wykresu
funkcji liniowej do osi OX;

— wie, ze wspodtczynnik kierunkowy a we wzorze funkcji

- . .. Y, =Y
liniowej y = ax + b wyraza sie wzorem g = ~2—"1,
X, =X

Uczen:

— potrafi udowodnié, na podstawie definicji, niektére
wtasnosci funkcji liniowej, takie jak: monotonicznosg,
réoznowartosciowosc itp.;

— potrafi przeprowadzi¢ dowéd warunku na
prostopadtos¢ wykreséw funkc;ji liniowych
o wspotczynnikach réznych od zera;

— potrafi rozwigzywac zadania z wartoscig
bezwzgledng i parametrem dotyczgce wtasnosci
funkcji liniowej;

— potrafi rozwigzywac réwnania i nierownosci liniowe z
wartoscig bezwzgledng i interpretowac je graficznie;

— potrafi przeprowadzi¢ dyskusje liczby rozwigzan
rownania liniowego z parametrem (z dwoma
parametrami);

— potrafi wyznaczy¢ wszystkie wartosci parametru, dla
ktorych zbiorem rozwigzan nieréwnosci liniowe;j z
parametrem, jest podany zbidr;

— potrafi rozwigzywac uktady réwnan pierwszego
stopnia z dwiema niewiadomymi metoda
wyznacznikowg;

— potrafi przeprowadzi¢ dyskusje liczby rozwigzan
uktadu réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi z
parametrem, stosujgc metode wyznacznikowsg;

— potrafi rozwigzad uktad dwdch réwnan liniowych z
dwiema niewiadomymi z wartosScig bezwzgledng
oraz zinterpretowac go graficznie;

— potrafi wykreslaé w prostokatnym ukfadzie

Uczen:

— rozwigzuje zadania nietypowe
o podwyzszonym stopniu trudnosci.




gdzie A(x1, y1), B(x2, y2) s punktami nalezgcymi do
wykresu tej funkcji;

— potrafi znalez¢ wzér funkcji liniowej o zadanych
wtasnosciach (np. takiej, ktérej wykres przechodzi
przez dwa dane punkty; jest nachylony do osi OX pod
danym katem i przechodzi przez dany punkt);

— potrafi napisa¢ wzér funkgji liniowej na podstawie
informacji o jej wykresie;

— potrafi naszkicowaé wykres funkcji kawatkami
liniowej i na jego podstawie omowic wiasnosci danej
funkcji;

— potrafi wyznaczy¢ algebraicznie miejsca zerowe
funkcji kawatkami liniowej oraz wspdtrzedne punktu
wspdlnego wykresu funkcji i osi OY;

— potrafi wyznaczy¢ algebraicznie zbiér tych
argumentéw, dla ktdrych funkcja kawatkami liniowa
przyjmuje wartosci dodatnie (ujemne);

— potrafi obliczy¢ wartos¢ funkcji kawatkami liniowej
dla podanego argumentu;

— potrafi napisa¢ wzér funkcji liniowej, ktorej wykres
jest rownolegty do wykresu danej funkcji liniowej i
przechodzi przez punkt o danych wspétrzednych;

— potrafi napisa¢ wzér funkcji liniowej, ktorej wykres
jest prostopadty do wykresu danej funkcji liniowe;j i
przechodzi przez punkt o danych wspétrzednych;

— potrafi okresli¢, na podstawie wzoréw dwdch funkcji
liniowych, wzajemne potfozenie ich wykreséw;

— potrafi stosowac wiadomosci o funkcji liniowej do
opisu zjawisk z zycia codziennego (podac opis
matematyczny zjawiska w postaci wzoru funkgji
liniowej, odczytac informacje z wykresu lub wzoru,
zinterpretowac je, przeanalizowac i przetworzy¢);

— potrafi rozwigzad réwnanie liniowe z jedng

wspotrzednych zbiory punktdw opisane rownaniem,
nieréwnoscia, uktadem réwnan lub uktadem
nieréwnosci liniowych z dwiema niewiadomymi z
wartoscig bezwzgledng;

— potrafi stosowac wiedze o uktadach nieréwnosci
pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi do
rozwigzywania zadan (,,programowanie liniowe”).




niewiadoma;

— potrafi rozwigzaé nierdwnos¢ liniowa z jedng
niewiadoma i przedstawic jej zbiér rozwigzan na osi
liczbowej;

— potrafi rozwigza¢ uktad nieréwnosci liniowych
z jedng niewiadomg;

— potrafi interpretowac graficznie réwnania
i nieréwnosci liniowe z jedng niewiadoma;

— potrafi rozwigzywac algebraicznie proste réwnania i
nierdwnosci z wartoscig bezwzgledng i interpretowad
je graficznie np. | [x—=2]|=1|=3, |x+4|>2x + 3;

— zna pojecia réwnania pierwszego stopnia z dwiema
niewiadomymi;

— wie, ze wykresem rdwnania pierwszego stopnia z
dwiema niewiadomymi jest prosta;

— zna pojecie uktadu dwdéch rownan pierwszego
stopnia z dwiema niewiadomymi;

— potrafi rozpoznaé uktad oznaczony, nieoznaczony,
sprzeczny i umie podac ich interpretacje
geometryczng;

— potrafi rozwigzywac algebraicznie (metodg przez
podstawienie oraz metoda przeciwnych
wspotczynnikéw) uktady dwdch réwnan liniowych z
dwiema niewiadomymi;

— potrafi rozwigzywac zadania tekstowe prowadzace
do uktadéw réwnan liniowych;

— zna pojecie nieréwnosci pierwszego stopnia
z dwiema niewiadomymi i potrafi interpretowacd
geometrycznie takg nieréwnos¢;

— potrafi przedstawié na ptaszczyznie z prostokgtnym
uktadem wspodtrzednych, zbidr tych wszystkich
punktow, ktérych wspotrzedne spetniajg dany uktad
nieréwnosci liniowych z dwiema niewiadomymi;




— potrafi opisa¢ dang figure geometryczna (np. kat,
tréjkat, czworokat) przedstawiong w prostokgtnym
uktadzie wspodtrzednych, za pomocg odpowiedniego
uktadu nieréwnosci liniowych z dwiema
niewiadomymi;

Przyktadowe zadania

Zadanie 1.
Naszkicuj wykres funkgcji

x+2 dlaxe(-o,-1)
fix)={—x dlaxe(-1,1)
x-2dlaxe(1,+x)

a) Oblicz miejsca zerowe funkcji f oraz wspoétrzedne
punktu wspdlnego wykresu funkcji f i osi OY.

b) Wyznacz algebraicznie zbiér tych argumentoéw, dla
ktorych funkcja f przyjmuje wartosci nieujemne.

c) Oblicz wartos¢ funkcji f dla argumentu 6.

d) Naszkicuj wykres funkcji y = f(x) i na jego podstawie
naszkicuj wykres funkcji

g(x) = f(-x); omow wtasnosci funkcji y = g(x).

Zadanie 1.

Wyznacz te wartosci parametru m, dla ktérych funkcja
liniowa f(x) = (|lm — 3| — 5)x — m + 10 jest rosnaca i
nieparzysta.

Zadanie 2.
Wyznacz wszystkie wartosSci parametru k,

dla ktoérych zbiorem rozwigzan nieréwnosci liniowej
4-kx+1+k>0
rzeczywistych.

jest zbidr wszystkich liczb

Zadanie 3.

Rozwigz nieréwnos¢:

Zadanie 1.

Wyznacz wzér funkcji liniowej f, ktéra dla
kazdego x € R warunek:

fl2x—1) =-6x + 4.

spetnia

Zadanie 2.

Funkcje y = sgn(a) (co oznacza znak liczby
a), definiujemy nastepujgco:

1 dlaag>0
0 dlag=0
—-1dlaag<0

sgn(a) =

Na podstawie powyzszej definicji naszkicuj
wykres funkcji:




VX +4x+4 — |2x=5] 2 x+7. fix) = —2sgn(=3x+ 1) +5.

Zadanie 2.

a) Napisz wzér funkgji liniowej f, wiedzac, ze jej wykres Zadanie 4.
przechodzi przez punkt A( —\/§, -2) ijest

nachylony do osi OX pod katem 120°. Dla jakich wartosci parametru m (m € R) uktad réwnan

z niewiadomymi X i y

b) Napisz wzor funkcji liniowej g, ktdrej miejscem X—my=m

zerowym jest liczba 4 i ktorej wykres jest mx—y =2
prostopadty do wykresu funkcji f. . .
jest oznaczony, nieoznaczony, sprzeczny?

W przypadku istnienia rozwigzan, wyznacz je.

Zadanie 3.
Rozwigz nieréwnos¢ \/Ex >4x—1. Zadanie 5.

Wyznacz zbiér tych punktéw ptaszczyzny, ktdrych
wspotrzedne spetniaja uktad nieréwnosci

{IXI—IyISZ

|x|<4

Zadanie 4.

Klub sportowy przeznaczyt na kupno 28 dreséw kwote
w wysokosci 2860 zt. Zamierza kupi¢ dresy w dwdch
gatunkach. Jaka liczbe dreséw pierwszego gatunku
moze kupic ten klub, jesli wiadomo, ze dres pierwszego

gatunku kosztuje 125 zi, a dres drugiego gatunku 80 zt? Zadanie 6.

Maty zaktad widkienniczy produkuje dwa rodzaje
swetréw (damskie i meskie) z dwdch rodzajow wetny
Zadanie 5. (czarnej i biatej). Do produkcji jednego swetra
damskiego potrzeba 20 dag wetny czarnej i40 dag




Opisz  za pomocg uktadu nieréwnosci zbiér | wetny biatej, a do produkcji swetra meskiego — 60 dag
przedstawiony na rysunku. wetny czarnej i 20 dag wetny biatej. Zasoby wetny
czarnej wynoszg 120 kg, natomiast biatej 140 kg. Zysk
osiggany ze sprzedazy swetra meskiego wynosi 38 zt, a
ze sprzedazy swetra dla pan — 44 zi. lle i jakie swetry
powinien wyprodukowac ten zaktad, aby osiggna¢ jak
najwiekszy zysk?

Dane: A(-4, 1), K(0, 3)
B(6, -2), |<ACB| = 90°







